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第二版前言 


《高等代数（上册、下册)》自1996年出版以来，一直作为北京大学数学科 
学学院高等代数课程的教材.同时也被不少综合大学数学系作为教材-作者自 
1994年以来，使用此教材（含它的前身讲义）连续给1994级至2001级共八届 
学生讲授高等代数课，深受广大学生的欢迎，北京大学教学评估室和学生教育 
评估委员会先后对作者讲授的高等代数课进行了 8次评恬，作为评估内容之 
每次都对此教材作了充分肯定.现在已飪进入21世纪，作者根据时代的要 
求，结合这8年使用此教材的教学经验，对教材进行修订 ，使之 更完善 T 

高等代数课程主要讲授线性代数，多项式理论，以及群、环、域的基本概 
念.尤以线性代数占的比重大■线性代数是研究线性空间和线性映射的理论 * 
它的初等部分是研究线性方程组和矩阵理论1作者在本书的修订过程中，精选 
了内容，着重阐述最基本的和应用广泛的内容；对于不那么基本，或者应用不 
那么广泛的内容则略为提及，不展开讲；有的内容则不 讲对于 每一节記备的 


习题也作了精心挑选 . 

随着时代的发展，计算机的普及，线性代数和多项式理论的重要性越来越 
被人们所认识.教好、学好高等代数课程，关键之一是编写出科学性强又深入 
浅出的教材+本书在如何让学生容易理解和掌握高等代数课程的内容上是下 
了很大功夫的，总是从学生熟悉的具体例子引出抽象的概念，从全书的内容体 
系直至每一节的内容如何简明易慊地讲授都作了精心 推敲全 书先讲高等代 
数的具体对象 ：线性 方程组、矩阵、数域 K 上”元有序数组的向董空间和 
欧几里空间 IT 、多项式，然后再讲抽象对象：线性空间和线性映射、欧几里得 
空间和酉空间、双线性函数和正交空间、辛空间（对于正交空间和辛空间只作 
简单介绍广本书强调讲道理，因为只有把道理讲清楚了，学生才能学好高等代 
数■同时我们认为讲道理不等于形式的逻辑证明 ■我 们在为什么要引进每—个 
重要概念上讲清楚了道理，在为什么要学习这些基本内容上讲请楚了道理，在 
如何说 明定理上也讲了道理.我们不仅强调要讲道理，而且力求把道理讲得简 
明易慊. 

我们认为高等代数课程的教学目标，旣要让学生掌握这门课程的基础知 
识和基本方法，又要培养他们具有数学的思维方式■只有按照数学的思维方式 
去学习数学，才能学妤数学，而且学会数学的思维方式，有助于他们把今后肩 
负的工作做好，从而使他们终身受 益什么 是数学的思维方式？观察客观世界 
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的现象，抓住其主要特征，抽象出概念或者建立 楔钽; 进行掠索，通过直觉判断 
或者! J 3 纳推理、类比推理作出 猜测； 然后进行深入分析和逻辑推理，揭示事物 
的内在规律，从而使纷繁复杂的现象变得丼然有序.这就是数学的思维方式> 
本书按照数学的思维方式编写每一节的内容，使学生在学习高等代数知识的 
同时，受到数学思维方式的熏陶， B 积月系地培养学生具有数学的崽维方式， 
提高学生的素质. 

为了让学生了解高等代数在数学的其它分支以及实际问题中的应用，增 
强动手能力，本书在每一章的后面都配备了“应用与实验课题”，供学生自已阅 
读和动手解决.有的应用课题需要使用计算机的数学软件，否则手算太费时 

间. 

本书的每一节都配备了经过精心挑选的适量习题，在书末附有习题解答 
与提示. 

为了帮助学生学好高等代数课，我们还编写了《高等代数学习指导书（上 
册、下册）》.其内容包括基本理论的精华，如何在理论的指导下分析问题和解 
决问题，典型例题的解题思路和详细解答，拓宽知识面的阅读材料，经过挑选 
的丰富多采的习题以及习题的解答和提示 ■ 

本书（上册和下册）可作为综合大学、理工科大学和师范院校的数学系、应 
用数学系和概率统计系的高等代数课程的 教材上 册供第一学期使用，下册供 
第二学期使用.每学期的周学时可为4 + 2或4+1或4 (4 + 2是指每周讲课 4 
学时，习题课2学时，4+1的含意类似）-本书上册还可以作为综合大学、理工 

科大学等高等院校的线性代数课程的教材 ■ 

本书的第一版和这次修订先后莸得1996年度和2001年度北京大学主千 

基础课高等代数课程建设项@的资助，特此向北京大学教务部（教务处）表示 
衷心感谢.在这次修订过程中，得到北京大学数学科学学院院长张继平教授的 
关心和支持，特此向他表示衷心惑 谢作者 还要向这几年来使用本教材的所有 

教师表示感谢. 

作者衷心感谢本书的责任编辑胡乃 ® 编审，他为本书的编辑出版付出了 
辛勤劳动. 

作者热诚欢迎广大读者对本教材提出宝贵意见 ■ 


丘维声 

于北京大学数学科学学院 
2001年12月 
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第 1 章线性方程组 


在实际问题或数学问题中，常常需要求一些未知的童，用字母:… 
表示它们，根据问题中的等量关系，列出方程组.最 基本、 最常见的一类方程组 
是未知量…的一次方程组，我们称它们是线性方程组.为了统一地研究 
它们，我们建立线性方程组的模型，即 

+ Ci 12 J 2 + …+ = *1. 

+ a 22 T 2 + … + d 2fr r n = ~， … 

] ( 1 ) 

^ ■ 4 * * 4 » 4 h 4 d k b 4 

： ^51^1 + d j 2 i 2 + …十 = 6 ? ， 

其中每个方程的左端是未知量 的一次齐次式，右端是常数(称 

为常数项 h 与未知量相乘的数称为系数，％是第 z 个方程中 a 的系数^ 

- 1，2,…方程组 （1) 中，方程的数目 i 与末知量的数目《可以相 
等，也可以不相等 (S < 或5 > «都可能）- 

对于^元线性方程组(1)，如果未知量，…，心分别用 
G 代人后，每个方程都变成恒等式，那么我们称 n 元有序数组 （ n ，^, … 
是线性方程组 （ L ) 的一个解.方程组 (1) 的所有解组成的集合称为这个方程组 
的解集+ 

根据实际问题和数学问题的需要，我们要研究线性方程组的下列几个问 
题： 

1. 线性方程组是否一定有解?有解时，有多少个解？ 

2. 如何求线性方程组的解？ 

^线性方程组的解不止 〜个时 ，解集的结构如何？ 

4. 线性方程组有解时，它的每一个解是否都符合实际问题的需要？(我们 
把符合实际问题的解称为 可行解 + ) 

这一章和第二、三章都将围绕这些问题展开讨论. 


§ 1高斯 ( Gauss )— 约当 ( Jordan ) 算法 


如何求线性方程组的解?我们来看一个具体例子- 
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例1 求下述线性方程组的解： 

X] + 3^2 + 2 j .4 = 4， 

3xi + 4x2 1+1 2 工 3 - 3 文 4 二 6 ， 

i lt ( l ) 

^ + 4 jt 3 + ^ 4 = 1 11 

2 了 1 + 1 十 T3 - 6^4 - _ 5 ■ 

分析如果我们能设法消去未知量^，1 2 ，工 3 ，最后剩下一个含1 4 的一 
次方程，那么就能求出 A 的值.从而得到只含的线性方程组.类似 
地，可以相继求出未知量所取的值+所谓消去未知量&，就是使:^ 
的系数变成 ( K 为了使线性方程组的求解方法能适用于含成百上千个未知量 
的方程组，便于用计箅机编程序去计算，我们应当使解法有规律可循.今后我 
们用记号“②+① •（-3)” 表示把方程组的第1个方程的 （-3) 倍加到第2个 
方程 h ; 用记号“(②，④ )” 表示把方程组的第2、4个方程互换 位置； 用记号 
④ • c 表示用非零数 c 乘第4个方程. 

解 




② 十①* (-3) 

③ +① . 1 
④十①_ (-2 U 


+ 3 j ：2 + 工3 + 2工4 

- 5^2 1-0 — 9 文 4 

一 2工2 + + 3 j ：4 

^2 一 工 3 _ 10 工 4 


4, 

- 6, 
15, 
13, 


把第2,4个方程互换位置（目的是在下一步避免分数运 算）: 


(②，④） 


「ll + 3 j ：2 + ^3 + 2^4 

JC2 - A - 10 工 4 




4, 

13, 

15, 


- 2 jt 2 + 5^3 + 3 r 4 = 

- 5j ：2 _ ^3 一 9j ：4 ~ _ 6 


③+② • 2 
④+②- 5 


+ 2^4 


: Ti + 3 j ：2 + 文 3 

^ - 10^4 

- 17 j：d 




6^3 - 59 jr , 


工 1 


④+③，2 


+ 3^2 + 了 3 + 2^4 
_ A - 10 工 4 

3^1 - 17jt4 




71. 

4, 

13, 

11 , 


- 93 x , - - 93 


⑵ 


方程组 ( 2 ) 的最后一个方程是〜的一次方程 ，用 - ^乘这个方程得 34 



高斯 （ n 亂 SS) — 约当 CJordan ) 算法 


二 1. 然后往冋代人 （2) 的第3,2,1个方程，相继求得 , h = 2, r 2 1, 
4 = 3+于是(3, - 1,2,1) 是原方程组 (1) 的唯一的一个解， 

像 (2) 这样形状的方程组称为阶 梯形方程组. 

从例1的求解过程看出，我们对线性方程组作了以下三种变换： 
r 把一个方程的倍数加到另一个方程上； 

2°互换两个方程的 位置； 

Y 用一个非零数乘某一个方程. 

这三种变换称为线 性方程组的初等变换 .经过初等变换，把原方程组变成阶梯 
形方程组.然后去解阶梯形方程组(从最后一个方程开始，逐次往上解），求得 
的解就是原方程组的解. 

不难看出，线性方程组经过 r 型初等变换，得到的方程组的解集与原方 
程组的解集相等,此时称这两个方程组 同解* 同样容易看出，经过2 9 哦（或 y 

型）初等变换得到方程组与原方程组同解.因此，学孕了枣烈甲咢孪毕华枣哼 
阶梯形方程组与原线性方程组同解.这说明了例 i 

_ _ _ ^ | p f k 4 

一个解 ：(3 t - 1,24). 

例1的求解过程中，只是对线性方程组的系数和常数项进行了运算■因 
此，为了书写简便,对于一个线性方程组可以只写出它的系数和常数项，井丑 
把它们按照原来的次序排成一张表，这张表称为线性方程组的增广 矩阵而 H 
列出系数的表称为方程组的系 数矩阵 .例1中线性方程组 U ) 的增广矩阵和系 

数矩阵依 次是： 



线性方程组可以用由它的系数和常数项排成的一张表来 表示许 多实际 
问题和数学研究对象都可以用一张表来表示，因此我们建立一个数学模型来 
统一地深入地研究这种表. 

定义1由〃 m 个数排成 n 、 m 列的一张表称为一个 s X 明矩阵 ，其 
中的每一个数称为这个矩阵的一个元素，第；行与第 J 列交叉位置的元素称为 
(…）元. 

例如，线性方程组 (1) 的增广矩阵的 (2,4) 元是 - 3 + 

矩阵通常用大写英文字母八，1^，0，.“简单地表示.一个3><出矩阵可以 
简单地记作 A iX …它的 元记作 + 如果矩阵 A 的 （i,j) 元是％，则 
可以把矩阵 A 记作（％). 





章线性方程组 


元素全为0的矩阵称为零 矩阵， 简记作0」行 m 列的零矩阵可以记成 


iXwf 


如果一个矩阵 A 的行数与列数相等，则称它为方阵， 讯行爪列的方阵也 
称为 m 级矩阵. 

本章和第二、三章围绕线性方程组来研究矩阵.第四、五、六章将深人地研 
究矩阵的运算和其他性质了 

利用线性方程组的增广矩阵，我们可以把例1的求解过程按照下述格式 
来写. 

例1 求线性方程组（ I )的解. 


1 一 5 


②+① ■ (-3) 
® -I ■① . I 
④卜① .（ - 2) 


一 3 


-6 


-5 - 1 -9 


(②，④) 


-10 - 13 


-10 - 13 


-2 


— 5-1 - 9 


③+② 
®+ © 


- 1 - 10 


0 0 
0 0 


-17 -11 

- 59 -71 


® 十 ③-2 0 1 


-17 - 11 
- 93 - 93 


⑶ 


0 1 


0 0 


-10 - 13 
—17 - 11 



高斯 (Gauss) — 约当 (Jordan) 算法 5 


③ + ®.17 fl 3 10 

© + ® ■ 1G 

① + ④ ，（-2) 0 1 - 1 0 


0 0 
0 0 


3 0 
0 1 


13 10 


0 1 

0 0 
0 0 


-3 


1 0 
0 1 


13 0 0 

② + © . I 八 

① + 0 10 0 

^ ^ 0 0 10 
.0 0 0 1 
10 0 0 

① + ②+ (-3) 0 10 0 

^ 0 0 10 
0 0 0 1 


- 1 


⑷ 


最后这个矩阵表示的线性方程组是: 


⑸ 


从而得到原线性方程组 U ) 的解是(3, -1,2,1). 

从上述求解过程看出，我们对线性方程组的增广矩阵作了以下三种变換： 

V 把一行的倍数加到另一行上； 

2 # 互换两行的 位置； 

3 。用一个非零数乘某一行， 

这三种变换称为矩阵的初等行变换* _ 

在例1的求解过程中，先把增广矩阵经过初等行变换化成了( 3 )式所示的 

矩阵.像这样的矩阵称为阶梯形矩阵■它的特点是： 

(1) 元素全为0的行(称为零行）在下方(如果有零行的话 h 

(2) 元素不全为0的行(称为非零行），从左边数起第一个不为0的元素称 
为主元 .各个 非零行的主元的列指标随着行指标的递增而严格增大. 

在例1的求解过程中，我们对阶梯彤矩阵 U ) 继续作初等行变换，直至化 
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成 (4) 式所示的矩阵，像这样的矩阵称为蔺化行阶梯形矩阵，它的特 点是： 

(1) 它是阶梯形 矩阵； 

(2) 每个非零行的主元都是1; 

(3) 每个主元所在列的其佘元素都是 (K 

在解线性方程组时，把它的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，写 
出相应的阶梯形方程组，进行 求解； 或者一直化成简化行阶梯形矩阵，写出它 
表示的线性方程组，从而可以立即得出解. 

可以诬明，任何一个矩阵都能经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵，并 
且能进一步用初等行变换化成简化行阶梯形矩阵.证明的思路从例1的增广 
矩阵化成简化行阶梯形矩阵的过程可以看出，然后用数学归纳法写出证明- 
例2 解下述线性方程组： 

X] _ 12 十 A = 1 ， 

\ _ 了2 - A 二3， 

I 

2 j：x - 2^2 - = 3- 

解 



写出最后这个阶梯形矩阵表示的线性方 程组： 

r JC] - ： r 2 + :r 3 = 1, 

^ 上 3 = - J ， 

0 = - 2. 

无论取什么值都不能满足第 3 个方程:0 = - 2因此，原线性方程组 

无解. 

例3 解下述线性方 程组： 

工1 - + ^3 = It 

< 一工 2 — A = 3 ， 

- 2 x 2 _ 工 3 = 5. 


解 
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1 

一 1 

1 1 

②+①- (- 1) 

V 

1 

-1 

1 

1' 




③+①-(-2) 





1 

- 1 

-〖3 

- > 

0 

0 

- 2 

2 

2 

一 ？ 

-1 5 


:0 

0 

- 3 

3」 


②. 



1 

0 

-1 1 

0 ] 

1 

L - 1 

③十②翁3 

- ► 

1 

0 

- 1 

0 

1 

1 

1 

-1 

■0 

0 —: 

5 3. 


0 

0 

0 

0 j 


1-10 2 


L 0 0 0 0 J 

最后这个简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组是 


j：i - x 2 - 2, 

i 又3 = - 1， 

. 0二0, 

从第1个方程看出，对于 A 每取一个值可以求得 a = q + 2, 从而得到原 
方程组的一个解 :（q + 2， q ，- 1) .由于 q 可以取任意一个数，因此原方程组 
有无穷多个解 + 我们可以用下述表达式来表示这无穷多个解： 

( xi = + 2, 

I ^3 = - 1 

这个表达式称为原线性方程组的一般解，其中以主元为系数的未知量 
称为主变置，而其余未知量 h 称为自由来知置 ■一 般解就是用含自由未知童 
的式子来表示主变董. 

从例2看到，把线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵， 
如果相应的阶梯形方程组出现“0 = ^(其中^是非零数 )” 这样的方程，则原 
方程组无解.从例1和例3,我们猜想：如果相应的阶梯形方程组不出现“0 = 
d (其中^关 0)” 这种方程，则原方程组有解■下一节将证明这个猜想是正确 


的 ■ 

例1的阶梯形矩阵的非零行数目为4,与未知董数目4相等.例 3 的阶梯形 
矩阵的非零行数目为2,小于未知量的数目3+由此猜想:在线性方程组有解的 
情况下，它的增广矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵中，如果非零行的数 
_等于方程组的未知童数目，则原方程组有唯一解；如果非零行的数目小于未 

知量的数目，则原方程组有无穷多个解. 

线性方程组有解时，把阶梯形矩阵经过初等行变换进一步化成简化行阶 
梯形矩阵，则可以立即写出原方程组的唯一解或者无穷多 个解. 
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现在我们把解线性方程组的方法总结如下 

增广矩阵 

I 初等行变换 

I I 

阶梯形矩阵- 


相应的阶梯形方 S 
组出现 o = d ( t ^ oy > 


原方程组无解 


初等行变换 

_ T _ 

简化行阶梯形矩阵 


零 行数 t 未 知量数 I 


原方程组有唯--解， 
可立即写出解 


有无穷多个觯， 
可写出一般解 


上述解线性方程组的方法称为离斯 ( Gauss )- 约当 ( Jordan ) 算法 


题 


解下列线性方 程组： 

i-i - - 2 j * 3 = 3 t 

)^-2^! + 4^3 ^ - 9 y 

^ - jr t + 4 j ：2 - r 3 = - 7； 

+ 3 x 2 + - U 

2j：i + 5j'2 + 5t^ = 7 ， 

)< ' 

3 j ：! + 7 x 2 + x 3 - - 

- Ax 2 + a = 10 i 

Xi - 3xj - 2^3 ， ■ 工 4 : 

3j t - 8.r 3 + jc 3 -f 5,，4 = 


+ 4x z - 3t 4 ^ 
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(4) ^ 


⑸ 


.ri i 3, t 2 - - 8, 

2^! + S^i + 4 ,rj - 4, 

— 3 工〗 - 7,ri — 2 j] - — 3 f 

jrj + 4.r^ ^ 12 tj = - 15i 
- 2x'i + — 4ji4 = 4, 


'T 】 + T 2 

X] + 3 工 2 


^4 
工 4 


- 7 j ：2 + 3^3 + ^4 


11 


3 


2. 一 个投资者想把1万元投人给3个企业 A , 所得的利润率分别是12% 


15% ,22% . 他想得到2000元的利润. 

(1) 如果投人给 A 2 的钱是投铪的2倍，那么应当分别给九投资多少? 

(2) 可不可以投给的钱等于投给\与的钱的和？ 

3. 解线性方程组： 


2j：i - 3^2 ^ ^3 + 5j ：4 — 

(1) ^ - 3-r t + J： 2 + 2^3 - 4.r 4 - 5, 

： 1 丨- 2 xi + 3 r ^ + ~ — 2 1 


' 2jl y 3,r^ + + 5 j i 4 = 6, 

⑵ 4 - 3_r] + jr 2 + 2 - 4x 4 - 5, 

，- xt - 十 + .r 4 = 11; 

f j - ! -- - 2 jtj ~ 4, 


(3 M 


2 j：i 3^2 
- J A + 12 x 2 


+ ^3 1 * 

i 7'0 二 一 


r 3 + 16a) + 13.r^ _ - 1 ； 
一 5 j ：2 ，- 2, r ^ = 4, 


(4) 〆 


2xi - 3.r 2 + ^3 = 

-+ 12' r 2 + 7 j 3 - 

jti + 16： r ? 十 13^3 - 



5, 



§2 线性方程组的解的情况及其判别准则 

上一节的例1、例2、例3的线性方程组分别有唯一解、无解、有无穷多 t 
解^例2的阶梯形方程组出现0 2这个方程，从而无解，例1和例3的阶梯 
形方程组没有出现“0 = 以其中 ^是非零数 )” 这种方程，它们分别有唯一解 
和尤穷多个解.这启发我们猜想线性方程组的解只有三种可能:无解，有唯一 
解，有无穷多个解，而且猜想阶梯形方程组是否出现“0 = ^(其中^，0)” 这 
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种方程，是线性方程组无解还是有解的判别准则 T 


上一节的例1和例3的线性方程组都有解，但前者有唯〜解，后者有无穷 
多个解.从它们的增广矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵的不同之处，我 
们猜想：在有解的情况下，当阶梯形矩阵的非零行数目等于未知童数目时，有 
唯 一解; 非零行数目小于未知量数目时，有无穷多个解. 

下面我们来证明上述猜想是正确的. 

由于线性方程组与对它进行初等变换得到的阶梯形方程组同解，因此我 
们只要讨论阶梯形方程组的解有几种可能及其判别准则.设阶梯形方程组有 
n 个未知量， 

情形1阶梯形方程组中出现“0 =以其中这种方程_由于这种 
方程无解，从而阶梯形方程组无解. 

情形2阶梯形方程组中不出现“0 =以其中 rf # or 这种方程,我们设 
阶梯形方稈组的增广矩阵中，非零行的数目为 r ， 则主元数目为 ri 

情形11 r = rt . 此时 n 个未知童都是主变量■由于 k 个主元应分布在 
不同的列，因此阶梯形方程组一定是下述形式： 

! f 11 工1 + q ……+ q〆 !] 二 d }， 

+ ... + C 2 n ^ n = d 2 , 


工 = 


0 = 



0, 


⑴ 


L o 二 0 ， 

其中都不为零.对于 (1) 的增广矩阵施行初等行变换化成的简 
化行阶梯形矩阵一定形如 


1 0 0 "■ 0 0 < 

0 1 0 0 0 £^2 


U 0 0 -- 0 1 < 

0 0 0 -00 0 

: : 

4 f 

. 0 0 0 0 U 0 


⑵ 


从而阶梯形方程组有唯一解: A ，…，尤）. 
情形 2.2 r < 〃.此时阶梯形方程组形如 
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C ll[l 十 C \2 X 1 + .^ C ln X„ = d\ y 

W +. + Q ^ n = ^2* 

^ 4 4 « .齡 fe I 4 4 4 1 4 » » » 4 4 

W + … + <:,■ 〆 ，（， ⑶ 

0 二 0, 


其中 c n ， c 2 ~ ， … ， c r; 都不为 0+ 这时 』〗，'，■■■，' 是主变量，其余 n - r 个末 
知景是自由未知量1方程组 (3) 中，至少有一个自由未知量的系数不全为0,否 
则这个未知量在方程组中没有出现，可以 去掉给 《〜 「个自 由未知量一组 
值，则方程组 (3) 的第 r 个方程变成的一次方程，可解出心;将的值代 
人前 r - 1个方程中，从第 r - 1个方程可解出 Jt Vi ; 依次往上代人，可解出 
工 } :，…，；^，^ .从而得到方程组的一个解.由于这《 _ r 个自由未知量可以 

取无穷多组值，因此方程组 (3) 有无穷多 个解， 这无穷多个解可以用一般解表 
示： 

^1 -[; 〆〆 ..■ ++ di - 

X } = 十…+ 4 〆 /十 

J (4) 

+ ■4 4 * « » I « ♦ * ■ 

^ clj^k i ■… + c r ^t + dl , 

其屮 &, …是自由未知量 ■ 

情形 2.3 r > 元阶梯形方程组的增广矩阵共有《 十1 列，由于 r 个 
主元应当分布在不同的列，因此« + 1■于是 r - « + 1■这时有《 + 1个 
主元，分别位于第1,2,…，十1列：于是第” + 1行的主元 q + i 位于第《 + 1 
列.从而第” + 1个方程为0 = c H + 卜这与情形2的已知条件矛盾■因此 r > « 

是不可能的. 

综上述，我们得到下面的 结论： 

. 定理 1 n 元线性方程组的解的情况只有三种可能:无解，有唯一解，有 
无穷多个解.把《元线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵， 
如杲相应的阶梯形方程组出现“0 = ^(其中 d 是非零数 ）” 这样的方程，则原 
方程组无解；否则，有解1当有解时，如果阶梯形矩阵的非零行数目 r 等于末知 
量数目 n ， 则原方程组有唯一解;如果非零行数目 r 则原方程组有无穷 

多个解. 1 
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a 


解 


如果一个线性方程组有解，则称它是相容的 i 否则 ，称力 是不相容的. 

例1 a 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时，求出它的所有解. 

f + 工2 ~ ^3 ~ 2^4 = 2， 

X | ^ 5^2 + 2. r 3 十■: t 4 _ 1， 

2^1 + 6^2 - 3jc^ - 3 r 4 - 

I - 11 J：2 + 5 了 3 + -4^4 : 


1 - 1 - 2 21 

- 5 2 1 - 1 

6 - 3 - 3 a + 1 

11 5 4 - 4. 

，5 2 1 - 1 

1 - 1-2 2 

6 - 3 - 3 a + i 


(5) 


(①，②） 




2 

1 

：1 

0 

0 


0 
0 
0 

原线性方程组有解当且仅当 a 
化成简化行阶梯形： 


-11 

5 

4 

- 4 J 

- 5 

2 

1 

-1 

16 

- 7 

- 5 

5 

16 

…7 

- 5 

a + 3 

- 16 

7 

1^ 

- 5, 

5 

2 

1 

-1 

16 

- 7 

- 5 

5 

0 

0 

0 

a -1 

0 

0 

0 

0, 


2二（)，即 u = 2.此时再施行初等行变换 
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0 -US 


0 1 

U 0 
,0 0 


7 5 5 

16 16 16 

0 0 0 

0 0 0 . 


因此原方程组的一般解是 

[ 3+99 

A = l 6^ +_ 16^ + 16^ 

' 7+5.5 

I X2 = l6' r3 + 16^ + l6 f 

其中 jr 3 ， h 是自由未知量. 

下述线性方程组有什么特点?它是否一定有解? 


十3工 2 _ 4 j : 3 十 2 i 4 二0, 



- 2 x \ + 4j : 2 - a — 3 工 4 = 0* 

, 3上1 + 9 x 2 _ 7 t 3 十 6 j "4 — 0- 


( 6 ) 


线性方程组 (6) 的每个方程的常数项都为⑴常数项全力0的线性方程组 
称为齐次线性方程组.显然，(0,0,0,0)是齐次线性方程组 (6) 的一个解 ，这个 
解称为零解.任何一个齐次线性方程组都有零解1如果一个齐次线性方程组除 
了零解外，还有其他的解，则称其他的解为非零解.根据 定理 1 的前半部分得 
出，如果一个齐次线性方程组有非零解，那么它就有无穷多个解 ■ 

如何判断一个齐次线性方程组有没有非零解?运用定理1便得出 
推论2 n 元齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是:它的系数矩阵 
经过初等行变换化成的阶梯形矩阵中，非零行的数目 r<n . ■ 


从推论2又可得到 

推论3 元齐次线性方程组如果方程的数目 s < 〃，那么它一定有非零 

解』 

证明把齐次线性方程组的系数矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，它 
的非零行的数目< 〃，因 此齐次线性方程组有非零解1 I 

例2判断齐次线性方程组 (6) 有无非零解，如果有非零解^求出它的一 

解齐次线性方程组的增广矩阵的最后一列元素全为 L 在对它作初等 
行变换时,所得到的矩阵的最后一列元素也总是全为0■因此我们只要对系数 
矩阵进行初等行变换化成阶梯形 矩阵. 



线性方程钼 


13-42 
3 - 1 2 - 1 

-2 4-1 3 

3 9-76 


1 3-4 2 

0-10 14 - 7 

0 0 5 0 

0 0 0 0 


阶梯形矩阵的非零行数目为 3 t 它小于未知量数目4,因此原齐次线性方程组 
有非零解+由于经过初等行变换有 


3 

-10 

0 

0 


-4 

14 

5 

0 


0 L 0 

D 0 1 
0 0 0 


因此原齐次线性方程组的一般解是 



1 

^ j - 


= 


工 3 = 

0 , 


其中^是自由未知量. 


题 


1 . 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时，求出它的所有解- 

- 4x 2 1 2 3 4 2 jc 3 = 一 1 ， 

< -*1：! + 112 _ 义3二 3， 

、 3xi 一 5x 2 + 7^3 ^ «■ 

2. d 为何值时，下述线性方程组有唯一解 h 为何值时，此方程组无解？ 

J ：! + 了2 + 

j 十 2^2 ~ 虹3 =今， 

.2^1 - jci 3^3 = 6 . 

3. (1) 下述线性方程组有无解?有多少个解？ 

f jc + y = 1， 

< jt - 3 尸- 1* 
ilOi - 4) = 3； 

(2) 改变第 （1) 小题的方程组的一个方程的某一个系数，使得新的方程组没有解 
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⑶ 在平面直角坐标系里，画出第 （1) 小題中各个方程表示的图形 t 
4. a 为何值时，下述线性方程组有解？当有解时，求它的所有解. 


^1 

■ 

卜乃 

十 A 

十 ■:= 

-7, 

工 1 



+ 3j- 3 

- ^4 - 

8, 


+ 

2,v 2 

r 3 

+ ,r d - 

2tt + 2, 

3 工 1 

+ 

3^2 

+ 3 

+ 2j ： 4 - 

11, 

2 工 1 


2jt 2 

+ 

十 X4 = 

2d. 


5- 当 c 与 d 取什么值时，下述线性方程组有解？当有解时，求它的所有解 

I + JTi + JTj + J ：4 — = 1 ， 


+ 2^2 + + 74 一 3^5 ' c J 

j A + + 2 ： r 4 + 6 工 5 二 3, 

■ 』 — 通 I 


(5 工 1 + 4jt：2 + + 3 j ：4 — ^5 = d. 

6, 是否存在 2 次多项式 ； (.r) = ojt 2 + + c 其图象经过下述 4 个点： 

P(l,2) t Q (- 1 ， 3),M(-4,5), ； V(0,2)' 

7, 下列齐次线性方程组有无非零解？若有非零解，求出它的一般解 ■ 

⑴ ( 3 x [ - 5. t 2 + - 2 , 7-4 ^ 0 , 

2 jT | + 3^2 - 5 j * 3 + 工4二0， 

- JT] + 7 工 2 _ 二 （K 

, 4^! + 15j: 厂 + 9 义 4 二 0; 

^2) f 5 j：i - 2 工 2 十 - 3 乂 、 = 0 T 

^ - 3jtj + 5 - j^3 + 2j ：4 ~ 0 * 

JC X - 3x2 + 2^3 + = 0 - 

* 8h —个投资者想把 1 万元投人给3个企业山、 A 2 、 A 3 f 所得的利润率分别是12%， 
15% ,22% .如果他投人给乂 3 的钱等于投给泌！与的钱的和，求总利润 i (千元）的最大 
值和最小值,此时分别投给各多少千元？ 


§3数域 


下述线性方程组 在有理 数集范围内有解吗?在整数集范围 内呢? 

2 x -y y - 2, 

4 x ~ 3 y - 1 

在有 理数集 范围内解线性方程组 (1): 

f 2 1 2 口 2 1 2 卜 f 2 1 I 

4 -3 -1 U -5 -5 / 10 1 1/ 


(1) 
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于是方程组的解为 

如果在整数集范围内解方程组（1)，那么上述求解过程中最后一步是行不 

通的（因为 | 不是整数，所以不能用 | 乘第1个疗程.或者说，由于整数集对 

除法不封闭，即任意两个整数的商有可能不是整数，因此不能用2去除第1个 
方程 V 这样在整数集范围内，方程组 (1) 没有解. 

从上述例子看出，由于矩阵的3°型初等行变换需要用一个非零数乘某一 
个方程，以便使阶梯形矩阵的主元变成1，因此为了使初等行变换能畅通无阻 
地施行，就应当要求所考虑的数集对于加法、减法、乘法、除法(除数不为 0 )都 
封闭.即该数集内任意两个数的和、差、积、商(除数不为 0) 仍属于这个数集- 
我们在前面两节讨论线性方程组的解法和解的情况的判定时，已经假定了所 
取的数集具有这个性质.现在我们把它明确地说出来+ 

定义]设 K 是复数集的一个子集，如果 K 满足： 

(0 0.1 e Ki 

(2) 对子任意的 a 都有 JC ; 并且当&关0时，有 K , 

那么称 / f 是一个数域. 

数域尺满足的第 (2) 个条件坷以 说成: K 对于加、减、乘、除4神运算封闭- 
显然，有理数集 a 实数集 R ， 复数集 c 都是数域,分别称 Q ， R ， C 是有理数 
域，实数域，复数域.但是整数集 Z 不是数城. 

除了 Q t R ， C 外，还有很多数域.例如，令 

Q ("/ 2) ■- ]a -I- b 42\ a t QU 

显然 ， o = o + oV 2 e q { 4 i)a = l + o 乃 e q (乃），并且容易验证 Q (乃）对 

于加、减、乘、除 4 种运算封闭，因此 , Q ( 乃）是一个数域 * 

上面列举的数域 Q ， R ， C，Q (乃），哪个最小？（即屬个数域是所有数域的 


子集？） 

命题1 任一数域都包含有理数域 ■ 

证明设 k 是一个数域，则 o、i e 从而 

2 = I 十 i 6 J = 2 + 1 € K ， …， n 二 (w - J) + 1 t K. 

即，任一正整数 n £ 尺，又由于 

- n =0- n ^： K , 
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因此任-负整数 -《 € K > 从而 ZG K . 于是任一分数 

f 6 K (其中 6^0) 

因此 , QG K . I 

从现在起，我们取定一个数域 K ，所讨论的线性方程组都是数域 K 上的 7 
即它的全部系数和常数项都属于 K , 并且在数域 K 里求它的解，从而它的每 
一个解都是数域 K 里的数组成的有序数组.所讨论的矩阵，它的全部元素都 
属于 K ，称它为数域 K 上的矩阵.做矩阵的初等行变换时，“倍数'“非零数” 
都属于 K . 


习题1,3 

1. 令 （ K!) 二 la + bt I«,ft e Qi ，址明 Q ( i ) 是一个数域 

2 . 最大的数域是哪一个？（即，哪一个数域包含了所有的数域？) 


应用与实验课题:配制食品模型 

某食品厂收到了 2 000 kg 食品的订单，要求这种食品含脂肪5%，碳水化 
合物12%，蛋白质15% . 该厂准备用5种原料配制这种食品，其中每一种原料 
含脂肪 ，碳水 化合物，蛋白质的百分比和每 W 的成本(元）如下表所示 ■ 




^2 


a 4 

a 5 

脂肪 

8 

6 

3 

2 

4 

碳水化合物 

5 

25 

10 

15 

5 

蛋白质 

15 

5 

20 

10 

10 

每 kg 的成本 

4.4 

2 

2.4 

2.8 

3.2 


1. 用上述5种原料能不能配制出2 000 kg 的这种食品?如果能够，那么解 
是唯 的 吗?写出它的所有解- 

2. 对于第1小题，写出所花费的成本的表达式，并且求每种原料用多少 
量时成本最低(有的原料可以不用）. 

⑶用这4种原料能配制 2 000 kg 这种食品叫？如果能 

够，它的解是唯一的吗?求出这时所花费的成本. 

4. 用 八 2 ,4 3 ，八 4 ，八 5 这4种原料能配制2 000均这种食品吗？ 

5. 用 A 3 ， A 4 ， A 5 这3种原料呢？ 
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第一章§ 2定理1给出了线性方程组有没有解,有多少解的判别准则，它 
需要首先把方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，能不能直接 


用原来的线性方程组的系数和常数项判断它有没 有解， 有多少解呢？ 

先研究两个方程的二元一次方 程组： 

[ ail^l 十 a l2 r 2 二石 1 ， 

< , , ; ⑴ 
a 21 工1十 a 22 工2 ~~卜2, 

其中不全为 [) .不妨设# 0. 将它的增广矩阵经过初等行变换化成 
阶梯形 矩阵： 


an ^12 

® + ®*(-S) 

^11 

^ J2 

厶 1 

^21 a 22 f ? l, 

- - -- ---- ^ 

0 

^1\ t 

^22 . a 12 t 

^11 

^21 , 

'1 一 „ 

«I1 j 


情形 1 ^11^22 ~ ^12^21 关0.此时原方程组有唯 一解： 

'ji^22 ~ b 2 ^[2 a u & 2 - a^i'b' \ ⑵ 

I ^11^22 ^ 12 a 21 } a [\ a n ~ a n a 2\ f 

情形2 a n a 2 2 - ^ n a ii - 0,此时原方程组无解或者有无穷多个解. 

综上所述得出 

命理 1 两个方程的二元一次方程组 (1) 有唯一解的充分必要条 件是: 
a u a l2 - a n a 2} 关0.此时，唯一解如 (2) 式 所示. ■ 

为『便于记忆表达式 « n ^22 - 我们把它记成 


^11 

G 12 

< a 2 [ 

a 22 


⑶ 


于是表达式- a 12 a 23就是 (3) 中主对角线(从左上至右下的对角线）上 
两个元素的乘积减去反对角线(从右上至左下的对角线）上两个元素的乘积 ■ 
表达式 a n ^22- 称为2阶行列式，它可以用记号 (3) 来简洁地表 
示.设 


A 二 


aii 


a \2 

^22, 



则2阶行列式〜 1 ^ 2 -〜” 21 也可称为2级矩阵4的行列式,简洁地记作|必 
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或者 detA , 

利用2阶行列式的概念， (2) 中的两个分数的分子可以分别简洁地记成 


办 1 ^ |2 


^11 

^2 <^22 

f 

江 21 b 2 


(5) 


有了 2阶行列式的概念，我们可以把命题1叙 述成： 

命题 r 两个方程的二元一次方程组 (1) 有唯一解的充分必要条 件是: 


它的系数行列式（即系数矩阵 A 的行列式 ） I A 丨关0,此时它的唯一解是 


b [ «12 


^ 1 J 

^22 


«21 ^2 


a]i u l2 \ 


aii 

1 

U l2 

^21 a 22 


^21 



⑹ 


公式 (6) 中的第一个分数的分子是将系数行列式的第1列換成方程组的 
常数项得到的2阶行列式，而第二个分数的分子是将系数行列式的第2列换 

成常数项得到的2阶行列式. _ 

命题 r 告诉我们，两个方程的二元一次方程组有没有唯一解可以用它的 
系数行列式来判别;有唯一解时，解可以用系数行列式以及用常数项替换其相 


应的列得到的行列式来表示 - 

对于〃个方程的《元线性方程组有没有类似的结论?这需要有"阶行列 
式概念.这一章我们就来介绍《阶行列式的概念和性质，并&回答上述问题 


§1 n 元排列 

2阶行列式 

flJI a \2 /, . 

^21 a 22 

表达式的第1项前而带正号，第2项前面带负号•这是由什么决定的?第 1 项中 
两个数乘积 a u a 22 ，其行指标依次是彳、2,列指标依次是1、2;而第2项中 
fllz a 2I 的行指标依次是 K 2, 列指标却依次是 2、1 ■由此看出，当每一项的两个 

数按照行指标由小到大排好后，它的列指标形成的排列决定了该项前面所带 
的符号.这启发我们，为了得到〃阶行列式的概念，需要首先讨论〃个自然数 
组成的全排列的性质 . 

定义1 «个不同的自然数的一个全排列称为一个《元 排列. 
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例如，自然数1，2,3形成的3元排列有 
123,132,213, 231,312,321. 

给定《个小同的自然数.它们形成的全排列有〃！个.因此对于给定的《 
个不同的自然 数，〃 元排列的总数是 

我们在大多数情形下，考虑的是自然数1,2,形成的《元排列，在某 
些情形下也需要考虑某 W 个不同的自然数形成的《元排列.下面讨论的》元 
排列的件质，如果没有特别声明，考虑的是1，2，一^形成的 n 元排列，仴对仟 
意 n 个不同的自然数形成的 n 元排列也成立+ 

4元排列2341中,2与3形成的数对23,小的数在前，大的数在后，此时称 
这一对数构成一个廂序;而2与1形成的数对21，大的数在前，小的数在后，此 
时称这一对数 构成一 个逆序.排列2341中，构成逆序的数对有21，31，41，共3 
对，此时我们称排列2341的逆序数是3,记作 r (2341) 二 3. 

上述顺序，逆序,逆序数的概念也适用于任一 n 元排列. 

4元排列2143中，构成逆序的数对有21，43,共2对.于是 r (2 i 43) 二 2. 
逆序数为奇数的排列称为 奇排列 .逆序数为偶数的排列 称为偶排列. 

上述例子中,2341是奇排列 M 43 是偶排列. 

把排列2341的3和1互换位置，其余数不动，便得到排列2143.像这样的 
变换称为一个对换，记作 (3,1) .对换的概念也适用于《元排列. 

奇排列2341经过对换 (3,1) 变成的排列2143是偶棑列 + 由此猜想有下述 

结论： 

定理 1 对換改变《元排列的奇偶性. 

证明 先看对换的两个数在《元排列中相邻的 情形： 


…"」 y …… (II) 

Z 和 j 以外的数构成的数对是顺序还是逆序，在 （ I ) 与 （ [ I ) 中是一样的； i 和 j 
以外的数与 /( 或乃构成的数对是顺序还是逆序，在 （ I ) 与 （ n ) 中也是一样 
的.只有数对^如果它在 （ I ) 中是顺序，那么它在 （ n ) 中是 逆序； 如果它在 
( I ) 巾是逆序 ，那 么它在 （ II ) 中是顺序•前一情形 〆 n ) 比 （ I ) 多一个逆序; 
后一情形 〆II ) 比 （ I ) 少一个逆序 > 因此（ I ) 与 （ n ) 的奇偶性相反 ■ 

再看一般 情形： 





习题2,1 2】 


1 右 I …是 5 

) . 

( ffl ) 

U 



j 是1”人 

* 

1 . 

( W ) 


从 （ Ifl ) 变成 （ W ) 可以经过下列相邻两数的对换来 实现： 

这一共作了 s + 1 + 5 = 2.V + 1 次相邻两数的对换■由于奇数次相邻两数的 
对换会改变排列的奇偶性，因此 ( BI ) 与( IV )的奇偶性 相反. 1 

有时需要把 一个〃 元排列经过若干次对换变成自然序排列 〗 n ■ 这是 
否总能办到?先看一个5元排列的 例子： 

(5 t 1) ^ (4 t 2) 的… 

34521 -^— 34125-^ 32145 


(3，1) 


> 12345. 


上述过程的第一步是作一个对换，把5换到最后位置，第二步作一个对换，把 4 
放到倒数第二个位置，依次 类推显 然这一方法对于任何一个 H 元排列也适 
用,这就肯定地回答了上述问题 ■ 

进一步我们看到把排列34521变成12345共怍了 3次对换，而 r (34521) 
= 7.这表明在这个例子中，所作对换的次数与原来的排列有相同的奇偶性 ■ 

这个结论对于 任意” 元排列也成立，理由如下： 

设元排列 hin 经过 s 次对换变成 123... n ■显然123…是偶排列， 
因此如果是奇排列•则^必为奇数.才能把奇排列变成偶排列；如果 
是偶排列，则5必为偶数，才能保持排列的奇偶性不变- 
显然，如果 rt 元排列经过 S 次对换变成自然序排列 123 ... rt ，那么 
123«经过上述 s 次对换(次序相反）就变成排列 Ah … A ■ 


综 h 述得 

定理 2任 一 ”元排列与排列123… n 可以经过一系列对换互变，井且所 
作对换的次数与这个 m 元琲列有相同的奇偶性. 


习题 2.1 

1. 求下列各个排列的逆序数，并且指出它们的奇偁性: 
(1) 315462； (2) 365412； (3) 654321; 


， t 0 
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(4) 7654321? (5) 87654321; (6) 987654321 1 

(7) 123456789； (8) 518394267； (9) 518694237, 

2. 求卜列71元排列的逆序数： 

(i) (n - l)(n - 2) f -21 ti \ (2) 23 -(n - 1)nl, 

3, 写出把排列 315462 变成排列123456的那些对换. 

夂求^元排列 - 1)-321 的逆序数，并且讨论它的奇偶性. 

5 .如果《元排列的逆序数为 G 求 n 元排列… J2A 的逆序数- 
&在〖，2广_』的 n 元排列中， 

(1) 位于第 A 个位置的数1作成多少个逆序？ 

(2) 位于第 k 个位置的数《作成多少个逆序？ 

7. 计算下列2阶行列式： 

3 一 1 

⑴ ; (2) 

5 2 

8. 利用2阶行列式 ，判断 下述二元一次方程组是否有唯一解，并且有唯一解时1求出这 
个解. 

I 2 x \ - 3工 2 ; 7， 

Sxi + 4t 2 - 6 ^ 


0 0 
1 4 


⑶ 


- 2 5 

4 -10 


§2 «阶行列式的定义 

2阶行列式是一个表达式： 

^11 ^12 ⑴ 
= ^11^22 — ^12^21 以？ 

«21 a ll 

如何定义3阶行列式?它应该是什么样的表达式？ 

从 (1) 式看到,2阶行列式的每一项是位于不同行、不同列的两个元素的乘 
积; 第1项 a u a 22 前面带 1 E 号，此时这两个元素按行指标成自然序排好，其列指 
标所成排列是偶 排列; 第2项- a 12 a „ 带负号，其行指标成自然序排列，列指标 
的排列21是奇排列』于2元排列共有2! 个洇此 2阶行列式共有2!项，即2项- 
从2阶行列式的上述特点受到启发.我们定义3阶行列式是如 下的表 达式: 


a \\ 

^12 

a L3 



a 2\ 

<^22 

a 23 

■ = + ^12^23^31 + a n a 2i^32 

⑵ 

a 3i 

^32 

a 33 

| ” _ a 12 a 21 a 33 一 



即3阶行列式是3!项的代数和，其中每一项都是位于不同行、不同列的3个元 
素的乘积，把每一项的3个元索按行指标成自然序排好位置，当列指标形成的 



排列是偶排列时，该项带 正号； 奇排列时，该项带负号(注意： 123 t 23 K 312都 
是偶排列；而321，213, 132都是奇排列 I 

3阶行列式的6项及其所带符号可以采用下图来 记忆： 



+ 


3阶行列式的每一项的3个元素的乘积都是彤如 

其中 JU 2 h 是一个3元排列 ，这 一项前面所带的符号由排列的奇偶性决 
定:奇排列时，带 负号; 偶排列时，带正号.于是可以用 

(— 

来确定该项前面所带的符号.从而3阶行列式的每一项都是形如 

(— l) rf V 少) ⑶ 

由于尨可以取遍3!个3元排列，因此3阶行列式是厢如 (3) 的3!项的和■我 
们用^表示求和，称冗是连加号.于是3阶行列式的定义可以简洁地写成 


an 

^21 

< i \2 

a 22 

an 

^23 : = 


(4) 

^31 

卩32 

a 33 

Ws 



其中^表示对于所有 3 元排列求和. 

类似地，我们可以给出〃阶行列式的定义- 
定义1 n 阶行列式 

a n a 12 … a】 n 

an … ai n 

琴 ■ 

* ■ 

^nl … a nti \ 

是项的代数和，其中每一项都是位于不同行、不同列的”个元索的乘积，把这 
个元素按照行指标成自然序排好位置.当列指标所成排列是偶排列时，该项带 
正号; 奇排列时，该项带负号.即 



^12 … « ln 

a 2\ a n … ^ 

* * 

•> » 

… a nn 

— S (- 1) 〜八 h , (5) 

V 2.' 

其中川 2 〜 九是一个《元排列 ， S 表示对所有^元排列求和.⑸式称为 M 阶 

行列式的完全展开式. 

令 

叫 a 12 … 

^ i \ a 22 … a ln 

• 啤 

1 . 

1 « 

〜1 a n2 … a nn 

则》阶行列式 (5) 也称为 n 级矩阵 A 的行列式，简记作丨 A 丨或者 detA . 

注意级矩阵 A 是指形如 (6) 的一张表，而《阶行列式 j Aj 是指形如(5> 

的一个表达式，不要混淆它们. 

按照定义1,1阶行列式 U 丨二& 

如何运用行列式的定义计算下述4阶行列式的值？ 

^11 a n a n a u 

0 ( 1 2 1 吻 ^24 

0 0 a^ A 

0 0 0 ci 44 

上述 4 阶行列式的主对角线下方的元素全为0,像这样的行列式称为上 E 角 
形行列式. 

按照行列式的定义，行列式 (7) 的每一项是取自不同行、不同列的4个元素 
的乘积，由于第4行有3个0,因此第4行只有取 a 44 才有可能使乘积项不为0,此 
时第3行只有取才有可能使乘积项不为 0( 注意第4行已经取了第4列的元 
素叫，因此第3行不能取第4列元素 a 34 ). 类似地，第2行只能取化，第1行只 
能取才有可能便乘积项不为0,这一项 a n a 2： a 3 ^44 前面带正号.因此 

^li 叱 a 13 ^i4 

0 a 22 ^23 ^24 

0 0 0 ^44 





^ 11 ^ 22 ^ 33 ^ 44 - 


⑻ 


类似的方法可以得出 

an a ]2 … a Jrt 

0 a 2 2 … a 2jl 

, ,=叫〜 2 H , (9) 

0 0 … a 训 

即 《 阶上三角形行列式的值等于它的主对角线上 《 个元素的乘积. 

在 n 阶行列式的定义中，我们把每 项 的》个元素的乘积按照行指标成自 
然序排好位置，但是数的乘法有交换律，因此我们可以按任一次序排它们的位 
置，这时该项所带的符号怎么表迖呢?用3阶行列式作为例子进行探索.我们猜 
想 m 阶行列式的每项 

(- l ) r ( W . W a % …、 (10) 

1 j _ 4 

也可以写成 

(― D 山山 '…叶'、 〆 … ( il ) 

I ] 2 2 ir re 

理由如下： 

设七，…％经过 S 次互换两个元素的位置变成〜6 …•则行指 

A JI 2 J m j L 2 2 n ™ 

标排列 12 … n 经过相应的 s 次对换变成 Mr — w ; 列指标 排列久 h … h 经过相应 
的 j 次对换变成于是根据§ 1的定理2和定理1得 

(- 1) 心 lV ') 二 （- 1)\ 

(-I 卜（一 l) r (V，') T 

从而 

{- (- 1) 、（- i) r( w V (- 1 ) S 

= ( - l) H w ') 

因此，项 (1 U ) 与项 (11) 相等. 

根据以上的议论得出，给定行指标的一个排列 …“ 级矩阵 A 的行列 
式 | A | 为 

IA 卜 } J 卜 1)“？广丄 v ..' 卜 （12) 

k ' k l 、 _ 

或者给定列指标的一个排列 k ' h … 阶行列式 I A | 为 

iai = 2 (- 1)山.人) Ci3) 

j I C 2 f r 

特别地 ^ 阶行列式 IAI 的每一项可以按列指标成自然序排好位置，这时 
用行指标所成排列的奇偶性来决定该项前面所带的符号，即 

| A | - 1] (- i ) K vr ^ flji]V -* v . (⑷ 


(14) 式与 (5) 式表明，行列式中行与列的地位是对称的. 


题 2.2 


按定义计算下列行列式 


0 0 0 

0 0 ^23 w 24 

0 d 3 2 


« 4 l a 42 叫 a 4 A 


0 0 … 

0 0 ■■■ 

(3) i 

ft 0 0 - i 

b n 0 0 … 

0 0 0 1 0： 

0 0 2 0 0 

(5) 0 3 8 0 0. 

4 9 0 7 0 

6 0 0 0 5 

2。计 算卜列 3 阶行 列式: 


ft 0 
0 0 


0 ay 


■ 0 0 ! 

0 A 0 
0 0 


()0 0 
0 0 a H 


(1) 3 5 1 ( 

2 1 6 
«11 ^12 ^13 

(3) 0 an ti ：3 i 

0 0 d 

3. 用行列式定义 计算: 


3 1 -2 

1 4 6 


(j a \ a 2 
0 h 1 


U| ^2 a 3 a 5 

b\ f)2 ^ 石 4 心 5 

c \ ci 0 0 0 

0 0 0 


^1 ^2 


0 0 


4. n 阶行列式的反对角线上”个元素的乘积一定带负号吗? 

5. 写出下 述行列 式中/ 的项与/的项： 




S.t .r 


x 


j 3 1 1 x \ 

*6. 设^>2，证明『如果 ？1 级矩阵>1的元素为1或 ■ [ M \ A \ 必为偶数』 


§3 行列式的性质 

从行列式的定义知道^阶行列式是 d 项的代数和,其中每一项是位于不 
同行、不同列的《个元素的乘积.当〃增大时，《!极其迅速地增大.例如 

5卜 120, 10! - 3 628 800. 

如果直接用行列式的定义计算一个》阶行列式,其计算量是相当大的+因此我们 
必须研究行列式的性质，利用行列式的性质来简化行列式的计算，并且利用行列 
式的性质来研究线性方程组有唯一解的条件 ■ 

行列式有哪些性质呢?先看 2 阶行列式有哪些性质. 

a % 

二 - a 2 b ' ， - a i ^2 ~ a 2^\ 

bi b 2 a i ^2 

因此看出 ,2 阶行列式的行与列互换(即 ，第 1行变成第1 列 ，第2行变成第2 列， 
得到一个新的行列式 ） t 其行列式的值不变阶行列式也有此 性质： 

性质 1 行列互换，行列式的值不变.即 

a n an … « i w a 2\ … 

a 2 i <122 … a 2^ a n … 

■ : " : : 

: < * 

a rt l O^nl " 4 a ln a 2n … 

证明 把 (1) 式右边的行列式接照本章 S 2 的公式 (1 心 展开(注意第1个 
下标是列指标，第2个下标是行指标 K 

右边 = s 

^'2 ft 

把 (1) 式左边的行列式接照定义展开(注意第1个下标是行指标）： 

左边二 S (-]) …， 

因此 ( t ) 式 成立. [ 

性质1进一步表明了行列式的行与列的地位是对称的■因此，行列式有关行 





的性质，对于列也同样成立.今后我们只研究行列式有关行的性质，读者可以把 
它们“翻译”成有关列的性质. 

对于2阶行列式，有 

二 a i ( kfh ) - a^ikhi) - k(a\b^ - ) 

khy kh 2 

n 阶行列式也有此性质： 

性质2 行列式一行的公因子可以提出去.即 

^11 ^12 … a \n ^11 ^12 … 〜 

4 » ■ * 

4 ■ * ■ 

■ * * V 

ka t i ka t2 … ka tfi = k a tl u l2 … j . (2) 

: :: : 

* « I ' * 

^2 … a nn ! a n\ a nl … ^ 

证明 

左边 = D (— 1 ) 心 〆 

^ 1 J \ fl 

^ k Yj … a … 、 

^ I r «*「 

V) 夂 

= 右边 ■ 

在性质 2 中，当 A = 0时，得出 :如果 行列式中有一行为零(即，有一行的元素 
全为 0) .则行列式的值为 0. 

对于2阶行列式，有 

a } a 2 

= a\{bi + c 2 ) - o 2 (b\ + c\) 

61 + h 2 4 C2 

- (a\b 2 - a 2 &i) + (^1^2 _ a 2 ^\) 

\a { a } a 2 

=\ + - 
I £>2 ^1 c 2 

» 阶行列式也有此 件质： 

性质 3 行列式中若有某一行是两组数的和，则此行列式等于两个行列式 
的和，这两个行列式的这一行分别是第一组数和第二组数，而其余各行与原来行 
列式的相应各行相同.即 


^2 

b \ h 2 



an 


a a 




b\ + q b 2 + C2 


k Q 第 i 行 




<l\\ <^\2 “. a \n 


证明 


6, 办 2 … K + ^1 Q … ^ 


a n i … 


〜 1 a ti2 … ^ 


左边 = (一 l ) r (从 ■…（夂十 、）."〜, 
=H (」) r(w V 卟 “. V ' 


j]; 2 --j 


+ ( - 1)“从 ’、)％ “' … a , 


= 右边 t 

对于 2 阶行列式，有 


Or\i>2 - 


b x a 2 - biai - - (a x b2 - ^ 2 ^ 1 ) ^ 


因此 


a x a 2 
*i b 2 


b \ b 2 


^l ^2 


« 阶行列式也有此性质： 

性质 4两行互换，行列式反 号-即 


叫 a n … 


a A a l2 "- a tn 


化1 叫 2 ■" ^如 


a】i a i2 


a k} a k2 … a 〜第 y 行 

4 * 

■ ' 

■ * 

〜 a :2 … a … 第 t 行 


hi «„2 … a] 


a rt i ^nl 


… a. 


证明注意 (4) 式右边的行列式的第 z 行元素的第1个下标是 A ，而第炎行 
元素的第1个下标是^据行列式的定义，我们有 

右边= - X ； (- 

I C It 作 

h A 0 % 

= - 2 (-1)*(™ 

\ k t if 

Ji h K 

= I ] (_ …叫… a ' 

= 左边. l 


性质 5 两行相同，行列式的值为 ( h 即 

«11 OJ 2 … 

» ， 

■ * 

» ► 

第/ 行〜〜 … ‘ 

: := 0. 

第右 f 丁 Gj 2 +- ^ i?r 

灞 ■ 

4 f 

« 專 

〜 1 … a 时 

证明把 (5) 式左边的行列式 的第〗 行与第 * 行互換，据性质_4得 



从而 (5) 式左边行列式的2倍等于0,因此( 5 )式左边行列式的值为化 
性质6两行成比例,行列式的值为0•即 

till a \2 … a lri 

n * 

琴 ■ 

第 i 行 a fl 

: :- 0. 

第 A 行 ia l2 1,4 la tn 

« - 

« ■> 

〜 l a n2 … 、 


⑸ 


证明把 (6) 式左边行列式的第&行的公因子/提出去，所得行列式有两 





行相同，从而它的值为 0. 

性质7 把一行 的倍数加到另一行上，行列式的值不变.即 


证明 


左边 


评注 


[1] 设 ri 级矩阵 A 为 


12 …^1 


； .(7) 


+ a kl + ia a … o. k7i + la irt a k] k kl 


i 


an ai 2 a u a n ^12 … 


<^ k \ a ki 9 


心 2 i 
a \i r 


^ k \ a ki . 


la t2 * 


-夂 l 


右边 


" ^kn 


1 ^n2 … 


a 2 [ ^22 … a 2 


把 A 的行与列互换得到的矩阵 
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^13 «21 … 


(a 1rt a 2n 

称为 A 的转置，记作(或 A T ， 或 A 1 ). 
由上述定义，立即得出 



(9) 

其中 


据行列式的性质1得 


| A '| = t A | . 

(10) 

[2] 设4是〃级矩阵.根据行列式的性质7,得 
如果 A ^^ -氷 则丨 B | = A |. 

⑴) 

根据行列式的性质4,得 


如果 A — B ，则丨 j - - | | . 

(12) 

根据行列式的性质2,得 


如果3 & B ， 则丨 - rUl , 

03) 

其中 c 尹0， 


从(11)、(12)、（13)得 


如果 则 |_ B | - /| A |, 

(14) 


其中/是某个非零数. 

[3] 行列式的性质2至性质7是对于行来叙述的，根据行列式的性质1，容 
易推出它们对于列也成立，例如，行列式 一列的 公因子可以提出去;两列互换, 
行列式 反号; 把一列的倍数加到另一列上，行列式的值 不变; 等等. 

[4] 利用行列式的性质7、性质4、性质2,可以把一个行列式化成上三角 
形行列式的非零数倍.而上三角形行列式的值就等于它的主对角线上所有元 
素的乘积，这很容易计算.因此把行列式化成上 H 角形行列式，是计算行列式 
的基本方法之一. 

[5] 行列式的性质3在计箅行列式中也起着重要作用+ 

例 I 计算下述行列式： 


-2 3 1 

503 201 298 
5 2 3 



解 


§3行列式的性质33 


1 

i -2 

3 


1 


原式二 

500 + 3 

200 +1 

300-2 

1 



5 

2 


3 ! 

i 

1 


- 2 3 

1 

! 

- 2 3 

1 ! 

—— 

500 200 

300 

+ ! 
1 

3 i 

一 2 


5 2 

3 

: 

1 

5 2 

3 : 


-0 

1 3-21 

，- 2 L 3 

- *m 

1 3 - 2 

0 7 - 1 

(①，③) ' 

1 ; 

3 2 5| 


0 -7 11 


] 3 - 2 

0 7 - 1 二 - 70, 
0 0 10 


在例I的第乇步计算中，(①，③）在“ F 方，它表示把矩阵的第1，3列 

互换位置，类似于矩阵的初等行变換，有矩阵的初等列 变换： 

1°把矩阵的一列的倍数加到另一 列上； 

2°互換两列的 位置； 

用数域 A 中一个非零数乘矩阵的某一列. 

例2 计算下述《阶行 列式： 


abb，" b 
b a h “■ b 
h h a … h 


\ b h h a \ 

解 这个 《 阶行列式的特 点是:每一行 的元素之和等于常数 a + (” - 
1) 仏因此，把第2列、第3列，…，第《列都加到第1列上，就可以使第1列有公 
因子 a + U 〜 l)6 t 把它提出去，则第1列元素全为 L 从而用行列式的性质7 
容易化成上乇角形行列式.今后我们约定对于行列式的行进行变换的记号写 
在等号上面,而对于列进行变换的记号写在等号下面. 

^ >2时，有 
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原式 : 


① + © 

①+③ 

■ ■ ■ ■ + + 

① + © 


a (n - 1 )6 
a + (n - l)b 

i 

V 

♦ 

a + ( 打 一 1)4 




a ^ (n — l )b _ 


b h 
a h 
b a 

b b 

b h 
a b 
b a 


1 b b 


© + 0 W -1) 
③ + ① . <-l) 

©+ ① .f- 1) 


a + (m - l)b_ 


b 

d 
4 

a 

b 
h 
b 

4 
* 

■ 

a 

I 

b h 
a - b 0 
0 a - b 


0 

0 

d 

■ 

a - b 


- [a + (n - 1)6] (a - A ) rt_l , 

w = 1 时，上述公式也成立. 

例3 计算下述3阶行 列式： 

a l + 办 1 + 62 Ct x + &^ 

^2 + 石 J a 2 ^2 a 2 ^3 I 

+ b { a 3 + b i 

解这个 3 阶行列式的每一列都是两组数的和 . 根据性质 3( 对于列来叙 
述）,先按第 1 列可以拆成 2 个行列式 的和; 接着对每个行列式按第 2 列又可以 
拆成2个行列式的和，共可拆成4个行列式 的和; 最后对每个行列式按第3列 
拆成2个行列式的和，总共拆成8个行列式的和.其中每个行列式是从下述4 
组数中取出3列(可以相同）形 成的： 





b 


^2 62 


(13 b 2 h 

由于第 2,3 组数成比例，第 2,4 组数成比例，第 3,4 组数成比例，因此上述 8 个 

% 

行列式或者有两列相同，或者有两列成比例，从而它们的值都为 0 .由此得出， 
原行列式的值为 0 . 
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习题2 


，计算下列行 列式: 


⑴ 







- 1 

203 


5 

- 1 

3 






2 

2 

2 

■ 

(2) 

3 

298 

- 

196 

203 

199 



5 

399 

- 

1 

0 

-3 

2 


1 2 

3 

4! 

- 4 

■] 

0 

- 5 

； (4) 

2 3 

4 

1 ； 

2 

3 

1 

- 6 


3 4 

1 

2 

3 

3 

- 4 

1 


4 1 

2 

3 


2 


⑶ 


2. 计算下列 n 阶行列式: 


⑴ 


a 1 1 1 


Q] h a 2 … a, r 

1 fl 1 …1 


fli a 2 - b … 

a ■* 

a 丨 

■ 

; ( 2 ) 

* ■ 

* fc 

+ i 

1 1 1 … d 


^2 … 〜-办 


3. 证明: 




— 


b' 

— 


c l 

— 

i 




⑴ 


— 

*2 

办 2 

— 



— 

^2 

= 0 ； 






— 

h 




(■3 

— 







+ 



+ 


Cl 

十 

«1 

1 

1 

1 

1 


办】 

C 1 

⑵ 


+ 

h 

h 

+ 

^2 


十 


= 2 : 

^2 

办 2 


j 


斗 

fr 3 

h 

+ 


(3 

4 




h 



计箅下列〃阶行列式： 

fli a 2 … A 

ii z 1 0 … 0 

(1) I b, 0 1 … 0 


⑵ 




乂 0 0 …1 ■ 

- fl| ^2 

^2 - ^2 工 3 

了 2 ^3 _ ^3 


+ b\ flj + bi 

a 2 + by + b 2 

4 

f 

fl n + by a n + b 2 

■ J n 

■ 


q + 心 

a ： + 

* 

■ 

# 

+ b R 




^2 


A 


J^n - «« 



其中 * 』 尹 0」 T l t 2，_ - t w. 


§4 行列式按一行(列）展幵 


我们来研究3阶行 列式与 2阶行 列式的 关系: 


x (5 x 


0 5 6 
0 4 7 

=2 x 5 x 7+ lx 6 x 0+3 x 0 x 4 
-3 x 5 x 0- Ix 0 x 7-2 x 6 x 4 
— 6 x 4) 十 1 x (6 x 0^ 0 x 7) t 3 x (0 x 4-5 xG ) 


lx 


0 6 


0 4 


0 ) 


(1) 式屮， 5 6 是划去 3 阶行列式的第 1 行和第 1 列，剩下的元素按原来次 
4 7 

序组成的2阶行列式，称它为 (1，0 元的余子式1类似地 ，0) 式中第2个行列 
式是(1，2)元的余子式，第3个行列式是 (1,3) 元的余子式1为了使 (1) 式中各 
项所带的符号都变成卍号，我们把 (1) 式写成 


2 x (-1) 


5 6 


+ 1x(- 1) 1+2 




( 2 ) 


把 (2) 式中的 


(- 1广 


，卜 1) 


0 7 


,(- 1 ) 


10 5 


分別称为 （1,1) 元的代数佘子式，（1，2)元的代数余子式，（1，3)元的代数余子 
式.于是从上面的讨论 得出： 

3阶行列式等于它的第1行元素与自己的代数余子式的乘积之和 ■ 

我们猜想这一结论对于”阶行列式的任意一行也成立 t 
定义 1 n 阶行列式 |A | 中,划去第；行和第 7 列，剩下的元素按原来次序 
组成的 w - 1阶行列式称为 A 的 （；， j ) 元的 余子式 ，记作 M y ■令 

= (- 

称是 A 的 （/， j ) 元的代数余子式- 

定理 1 n 阶行列式 IA 1等于它的第？行元素与自己的代数余子式的乘 

积之和1即 
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I A 丨= a A A l} + + …+ a 人 

n 

二⑶ 

J = 1 

PE 

其中 U ，2, … a !，¥； 表示对于』_ = 1，2,3^”，《求和.（3)式称为》阶行 
列式按第/行的展开式 

我们来证明4阶行列式按第2行的展开式，其方法也适用于〃阶行列式的 
一般情形. 

把4阶行列式1 A j 的4!项按照第2行的4个元素分成4 组： 

A | = 2(- 

= 2 (- 1)( _ l ) r ( 々 3 〜匕“ a M a 幼、 

；-i 'VA … w 

= 2%(- 1)( 2 l ) tj _ ntrU ] i ^4 ) ( i U ] a 3 i j a 4 J t j ) 
j = i fr tW 

= ^ a2j(^ i)( _ 1V _1 ( S (- 1 )'( ） 

/ = 1 W * 

i 4 

这就证明了 4 阶 行列式 I A I 等于它的 g 2 行元素与自己的代数余子式的乘积 
之和 + I 

由于行列式中行与列的地位是对称的，因此从定理1和性质1可以得出 
定理 2 n 阶行列式 | A | 等子它的第 j ■列元素与自己的代数余子式的乘 

积之和.即 ^ 

| A 卜+句/2』+ … +〜木 

n 

= XX/t” ⑷ 

其中 J e 11,2,…， nU 4) 式称为行列式按第 j 列的展开式. ■ 

利用行列式的性质7等可以把行列式的某一行(或某一列）的许多元素变 
成0,然后按这一行(或这一列）展开，就可把 n 阶行列式转化为 " _ 1阶行列 
式，减少计算量.这是计算行列式的又一个基本方法- 
例 1 计算下述行列式： 
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2-375 
- 4 12 3 

3 4 6 -7 

8 - 2 3-5 

解为了尽量避免分数运算，选择元素1所在的第2行(或第2列把该 
行(列）的其余元素变成0,然后按这一行(列）展开， • 


原式， 


例2 


解 



— 

10 

-3 

1 

14 



0 

1 

0 

0 

①+ © M 
© + (2) J 2 


19 

4 

14 

19 

④+ ©.(-3) 


0 

-2 

-1 

1 


—— 

10 

1 

14 


= | - (- i ) 3+2 


19 

14 

- 19 




0 

- 1 

1 

1 

1 

- 10 

15 


14 



© + © 


1 -(- 1 ) 


19-5 - 19 


0 


1 


3 + 3 


-10 15 

_ € 

-10 3 

19 -5' 

— J 

19 — 1 


-235 


计算下述行列式 t 

a - 6 
2 

^ 2 


原式 : 


© +② 


2 

a - 3 

一 4 

2 


2 


a 


3 


②+③' (-1) 


(a -7)( - 1) 3+ 


a - 6 

2 ^ - 3 -4 

0 a - 1 a -1 

a-b 4 -2 

2 a + 1 -4 

0 0 a-1 

j 

a - b 4 
2 a + 


二 (a - 7)(a 2 - Sa - 14) = (a - 7) 2 (a + 2). 
计算下述《阶行列式 U > 1): 


例3 



a 6 0 0 … 0 0 0 

0 a 6 0 … 0 0 0 

0 0 a 6 … 0 0 0 

* 琴 

■ i 

0 0 0 0 … 0 a b 

b 0 0 0 -00 a 

解先按第 1 列展开，得 

a A 0 … t ) 0 0 

0 a i … 0 0 0 

原式 =a : ； 

0 0 0 … 0 a h 

0 0 0 … 0 0 a 

b 0 0 … 0 0 0 

a & 0 … 0 0 0 

+ b {- l )^ 1 0 a h - 0 0 0 

* ► 

■ + 

■ 

0 0 0 … 0 £1 b 

= 似 + (- in 、 

二 a n + D w + l A n . 

把下述 3 阶行列式 I Al 的第〗行元素与第 2 行相应元素的代数余子式相 
乘，然后相加，结杲如何呢？ 

：^2 aj 

A I = 6 j b 2 fh - 

C [ C 2 Cj 


a^An + a^An + A 23 

-… a 2 1 


a ,(- l ) 2+ 


a 2 (- n 2+: 




1) 


Cl ^3 


a : 

Cl (2 



^2 

a 3 

^1 

众 2 

a 3 


<^2 



这表明 3 阶行列式的第 1 行元素与第 2 行相应元素的代数余子式的乘积之和 
等于 ( K 我们猜想对于《阶行列式也有类似的结论 • 


定理3 »阶行列式 |A 1的第；行元素与第 i 行 U 乒 /) 相应元素的代数 
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佘子式的乘积之和等于零.即 

= 0 ,当 k # i ， (5) 

j~- 1 

其中 i & 6 11，2,…， r ? I . 

证明设 


| A 


an a 12 … 




hi O-kl … 


1 ”♦ 


第丨行 


第左行 


把下述《阶行列式按第々行展开，并且注意它的 U ， j ) 元的代数余子式与丨4丨 
的 U ， J ) 元的代数佘子式—样，因此有 


1 L 


a 12 






屮1 ^2 


^ 2 aA ， 


a 


i 



由于行列式的行与列的地位对称，因此也有 I 

定理1 n 阶行列式 ! A | 的第/列兀素与第/列相啤元素的代数 
余子式的乘积之和等于零-即 


/— 0,当〗古 j ， 

1 = t 

其中 e 丨 i t 2, …， 

公式(3>、(5)与公式(4)、(6> 可以分别写成 

y\ _ I A | , 当办 = i ， 
^i aijAh = 0 ，当是 


a.jA 

t = l 


丨 A I , 当 / = J ， 
1 o f 当 / 尹 ）■ 



⑺ 



下述 《 阶行列式有什么特点? 


⑼ 


71-1 J 


以- ] 


它的第1行元素全是1，第2行元素是〃个数，第3行元素是这 n 个数的平方， 
…，第^行元素是这》个数的 U - 1) 次方.这样的行列式称为范德蒙 
( Vandermonde } 行列式.它的值等于什么呢？ 

« = 2时， 


a { a i 




3 时， 


<32 <3-3 


@ + ① -(-…} 
@ 十① * ( 一 


0 ^2 _ d ] ^3 ^ ^1 
0 a\ - a] a\ - a\ 


dl — a 


(“广 十 ti |) ( a 广 ai )(«3 + « i ) 

1 t 

(«2 - « l )( a 3 


( a 2 - ai)(fl 


I U2 + + a l ! 

^j)[(*3 + *l) " ( a Z + a l)] 


= ( a 2 - - a x ){ a ^ - a 2 )- 

由上述受到启发，我们 猜想” 阶范德蒙行列式 U >2) 的值为 


(<3 2 " £M)(W - …）… （〜 - G 】） 
• ( a 3 _ 6£ 2 )… - fl 2 ) 


■ ( a „ - a ^ -i ) 
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■ U 1 


— ( 10 ) 
1 4』<! j rr 

其屮 IT 是连乘号. 

证明 对范德蒙行列式的阶数《作数学归纳法. 


71 = 2时，上面已证明结论成立. 

假设对于《 - 1阶范德蒙行列式结论成立.我们来看 n 阶范德蒙行列式的 
情形.把第” - 1行的（-^)倍加到第 H 行上，然后把第《 -2 行的 （1 4) 倍 
加到第《 - 1行上，依次类推，最后把第1行的(-倍加到第2行上，得到 


原式 


0 


0 

0 


: r 2 
^ - \ 


1 


1 … 


1 

:-^1 

a 3 

- a\ … 


— 

—^1^2 

4 . 

-… 

ai - 

- ^[a n 

1 

\ 

- 

^Y 1 

-aiaf … 

- 

k 

H -- 

- a 【 a n 

- a\a\ 2 


- a^ii' 2 •■- 

a:」 - 



^2 - a \ 
心（〜一 Uy ) 


a 3 _〜 

- a { ) 


a 


aY 3 ( a 2 - a { ) - ^ i ) 

a2~ 2 (d2 ' a \) d - a[) 


一 A 
〜 U n - aj ) 

4 

a : _3 U rt - ^ i ) 
a \ 2 ( a n - a Y ) 


( a 2 ~ - a Y ) 




n 2 


^3 

ii -2 


a 


71 


aV ' 


a 


tj-2 


用！□纳假设 


(a% - ai)(^3 _ 


aj ) … U n — 


« i ) II _ 屮） 


= H U , - a 』 ）■ 

据数学归纳法原理，对一切大于 1 的止整数，结论都成立， I 

范德蒙行列式在许多实际问题中出现，我们可以用公式( 10 )立即写出它 
的值.从公式 (10) 还可 看出： /I 阶范德蒙行列式等于零当且仅当 〜 

这 r * 个数中至少有两个相等.因此，如杲两两不等，则范德蒙行 
列式不等于零. 
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题 2.4 


i . 计算下列行列式: 


2 0 


2 - 5 


1 -2 


A - 2 - 2 2 

(3) -2 yl - 5 4 ； 

2 4 A - 5 

2. 计算下述《阶行列式： 


^1 


4 

> 1-2 


4-3 5 

1 4-2 
2 5 3 

3-2 6 


A - 8 - 2 

丄4 A 十： 


| 0 0 () 

3. 计箪下述^阶行列式⑸ >2): 


1 1 - « 


I a； *'■ 

用数学归纳法 证明： 对一切 n >2，有 

j 0 0 0 

- 1 JL 0 … 0 

0 - 1 J … 0 


I) 0 0 


1 J - 


i x I 


- ■+ ■■- + « 卜 r + a„ - 
5. 计算下述《阶行 列式： 



m 


2-1 0 0 … 0 0 0 

-1210-000 

0-1 2 1 … 0 0 0 

■ 

■ 

_ + 
0 0 0 0 … - 1 2 - 1 
0 0 0 0 - 0 1 2 

6. 计算下述《阶行 列式： 

2 d ， 0 (1 …0 0 0 ! 

1 2 ry d 2 0 0 0 0 

0 i 2w a 2 "■ 0 0 0 

: : 

♦ * 

0 0 0 0 - 1 2a a 1 

0 0 U 0 … t ) 丄 2 a 

7. 解方程： 

1 1 … 1 

j a { … a n { 

- r 2 a \ … ti\-i - fl r 

: : 

■ 

〆 rr 1 ... (乂 

其中 1 是两两+同的数， 

8. 计算下述 k 阶行列式 

1 2 2-2 2 2 

2 2 2-2 2 2 

2 2 3 -■ 2 2 2 

. ♦ ' 

■ 

& 

2 2 2 ■- 2 n ~ \ 2 

2 2 2…2 2 n 

*9. 计箅下述《阶行列式： 

j y y … y y 

z y y y 

z z ,m, y y 

D ,=. ; 

* p 

* _ 

z z z y 

Z Z Z mrm z T 

ifl r M 箕下述 n 阶行 列式： 





11. 设数域 it 上 rt 级矩阵 A = 它的（彳， ； ）元的代数余子式记作 A f ,. 把 A 的每个 

元素都加上同一个数（，得到的矩阵记作 A(f) = 十 /). 证明： 

\AU)\ - | a | + 

r - I f = I 

12 . 用第 11 題给出的计算丨 A { t )\ 的公式，计算下列 n 阶行 列式： 



1 + 

_■， 1 1 

r 

■ 

■ 

1 + j^iyi 

… 1 H 

- 

r 

+ 

1 + .1^2 

... !_ 

卜 


(2) r 


… n 


§ 5 克莱姆 ( Cramer ) 法则 

在本章开头的命题1里，我们证明了 ：两个 方程的二元一次方程组有唯 
一解的充分必要条件是它的系数行列式 Ia | ^0,此时它的唯一解是 

(\ B ,\ | B 2 |\ 

( 面 ， Wr 

其中 I 丨是把 I A I 中第 1 列换成常数项，第 2 列不动得到的行列式 ， I 1 是 
把 | A | 中第2列换成常数项得到的行列式+ 

上述结论对于 n 个方程的《元线性方程组是否成立?本节就来探讨这个 

问题. 

数域 K 上 n 个方程的 n 元线性方程组 

a n x { + a u xi + + a lrt .T n = b } , 

a 21 :r t + a 22l r 2 + …+ = 6 】， 

< ⑴ 






的系数矩阵用 A 表示，增广矩阵用 A 表示，显然 A 是在 A 的右边添上常数项 
组成的一列 - 

对增广矩阵 A 施行初等行变换化成阶梯形矩阵，记作]，则系数矩阵 A 经 
过这些初等行变换也被化成阶梯形矩阵，记作 夂显然 ^ /比 j 少了最后一列. 
据本章§3的评注 [2] 得， | J | = /|八丨，其中；是尺中某个菲零数. 

情形1设 | A | 关0,则 | J | 关0.于是 J 没有零行，因此/的; z 行都是非 
零行，从而 J 有^个主元.由于 J 只有^列，因此7的《个主元分别位于第1， 
2,…，《列+从而 J 必定形如 

^11 c 12 … c [n 1 

r 0 ('22 … c 2 n 

J - . ， 

p ■ 

v * 

0 0 … C 帥； 

其中〜化关0,由于 J 比/多一列，因此 J 形如 

qi c 12 … c u d } ' 

u 0 C 22 … ^2 

J = , ^ * 

» » 

» » 

、o o 

由此看出原方程钽 ( l ) 有解，由于 ] 的非零行数目等于未知量数目心从而原 
方程钽 (1) 有唯一解. 

情形2设 | A | =0,则 | J | = 0.我们断言 J 必有零行(否则，^的《行全 
是非零行,据情形1的讨论过程知道，此时 UI = 矛盾）.因此 

J 的非零行数目 r < ri , 从而 J 必定形如 

Cu . 

0 … 0 C 2 j 2 . c 2 n 

* 

: : 

0 … 0 0 … 0 c rj … 

J - r 

0 … 0 0 … 0 0 … 0 

0 … 0 0 … 0 0 … 0 

. 

: : 

P 

[ 0 … 0 0 … 0 0 … 0 / 

其中 … Q 关0■于是 J 形如 

2i r 
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c n . … 

0 … 0 c- 2jj . d : 

* » 

» ? 

V 4 

*. 0 … 0 0 … c, rt d r 

J = ；r 

0 … 0 0 … 0 … 0 d r+1 

0 … 0 0 … 0 … 0 0 

■ n 

■ r 

» * 

t 0 … 0 0 … 0 … 0 0 , 

当4^关0时，原方程组 (1) 无解.当心 +1 = 0时，原方程组 有解； 由于 j 的非 
零行数目 r < 因此原方程组有无穷多个解+ 

综上述，我们得到了下述 结论： 

定理1 n 个方程的 N 元线性方程组，如果它的系数行列式丨 A 丨关0,则 
它有唯 一解; 如果它的系数行列式丨 A 丨= O t 则它 无解或 者有无穷多个解-从 
而，打 个方程的《元线性方程组有唯-解的充分必要条件是它的系数行列式 
不等于 0. I 

把定理1应用到齐次线性方程组上便得到下述结论 ■ 

推论 2 n 个方程的《元齐次线性方程组只 有零解 的充分必要条件是它 
的系数行列式不等于 ( K 从而， n 个方程的 n 元齐次线性方程组有非零解的充 
分必要条件是它的系数行列式等于零. ■ 

定理1使得我们对于《个方程的《元线性方程组不用对它的增广矩阵进 
行初等行变换，而只需计算它的系数行列式，就可以判断方程组是否有唯一 
解* 

推论2使得我们对于《个方程的元齐次线性方程组不用对它的系数矩 
阵进行初等行变换，只需计箅它的系数行列式，就可以判断齐次线性方程组有 
没有非零解. 

例1 判断下述线性方程组是否有唯 一解： 

ayX \ + £^2^2 + …-厶1， 

+ £^ 上 2 + …+ aljc n = h 2 , 


其中 fll ， a 2 ，…，〜是两两不同的非零数 ■ 

解方程组 (2) 的方程数目等于未知量数目 心考 虑它的系数行列式: 



a ] a ] al a 2 … a n 

. ,= ¥ 2 ".心 . .■ 

琴 ■ * - 

* ， • < 

a ] "- a ； “- 1 ”一 1 "• C 〗 

由于 化，~,…，、 两两不同，而且它们都不等于 0, 因此上述行列式不等 
于0.从而方程组 (2) 有唯一解* 

例2 当; I 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

(A - 6)^：! + 2^2 ^ 2^3 = 0 5 
^ 2^1 + (A - 3)^2 - = 0, (3) 

- 2x\ - 4xj + (A - 3)t 3 = 0. 

解先计算齐次线性方程组的系数行 列式： 

A -6 2 -2 A - 6 2 - 2 

2 A-3 -4 = 1 A - 3 - 4 

-1 -4 A -3 0 A - 7 A - 7 

U - 6 4 - 2 



=(A - 7)( A 2 -5 A - 14) = (A » 7 ) 2 (A +2). 

于是，齐次线性方程组 (3> 有非零解 
<=^{A - 7)^(A +2)=0 
= 7或 ；I =-2， 

为了探讨《个方程的〃元线性方程组有唯一解时，这个解是什么,我们襦 
要了解连加号2的性质. 

设有 m * n 个数 相加： 

S = C U + C X2 + + 

+ f 21 + C 22 + -■■ + C- 2n 
+ … 

+ + … + C mn - ⑷ 

我们可以按照 (4) 式的行分组，先分别把第1行、第2行、…、第 m 行的》 
个元素相加，然后再求所得数 的和： 
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(2 c ij ) + + … + ( 


=S(S ^). (5) 

i = i } ■= i 

我们也可以按照 (4) 式的列分组，先分别把第 1 列、第 2 列、…、第 a 列的 
m 个元素相加，然后再求所得数 的和： 


r - 1 r I i - 1 

I 

= S (2 c J - ⑹ 

；-1 i - 1 

从 (5) 式和 (6) 式得 

S ( S ^)= S ( Ss )- ⑺ 

i=l j=\ i - l r-1 

公式 (7) 将在下面用到，以后也经常用到 1 

定理3 n 个方程的 n 元线性方程组 (1) 的系数行列式 | A | 乒0时 ，它的 
唯一解是 

| B ,| \ b 2 \ \ 

TXTTXT …， W 卜 

其中丨 A 丨是方程组的系数行列式，井且 

an … 办1 江 “ 

. … ^2^-1 a 2tJ+ \ 

= : 


( 8 ) 


a i a 
^2 n 


⑼ 


} = l ，2 ，-、r 

证明为了证有序数组 (8) 是方程组 （1) 的解，只要把它们代人 (1) 的每 
一个方程，看是否变成恒等式.对于/ 6丨1，2,…，，把 (8) 式代人第 f 个方 
程，计算它的左边 的值： 

\ B X \ | B 2 | . \BJ 

叫 ITT 〜 TXT 〜 W 

= = ( 10 ) 

把 (9) 式中的行列式按照第 ； 列展开，注意它的 （u 元的代数余子式与 I A1 
的 U ， J ) 元 的代数余子式—致 ，因 此得到 

TJ 

1 R I ; b } Ai } + &2乂2_| + …+ 厂 （11) 

jt = i 
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把 (11) 式代人 (10) 式得，第 ？ 个方程的左边的值为 

1 rl 1 rt H 

= jx ! S ^„( S b ^ h ) 

= T ^ tS (2 ) 

八 ”1 *[1 1 ^ r i=L 

= ^lAh ) 

=^ {i)' ■ 0 + … 十乂 -i ^ 0 + i f |A I + b l + i . 0 + … + 〜 . 0) 

A 

二乂 ■ 

b t 是第 / 个方程的右边的值，因此，有序数组 (8) 是方程组(1> 的解. ■ 

定理1的充分性和定理3合起来称为克菜姆 ( Cramerl 法则■定理1的必要 
性是本书作者给出的. 

利用行列式的性质和按一行(列）展开的定理，我们解决了”个方程的《 
元线性方程组有唯一解的判定和解的公式表示■行列式的应用远不止于线性 
方程组，它在几何、分析等各个数学分支以及实际问题中都有重要应用 I 

习题 2.5 

1. 判断下述线性方程组有无解，有多少解 ■ 

J：! + 4 -Tj + 9^3 = ^1 >■ 

< xi 十 f 5. T 2 + 27 jr ^ - h lf 

L , r ] + 16 jt 2 + Bljj ^ b 3 . 

2 i 判断下述线性方程组有无解，有多少解？ 

a ] j ： { + ii \ jr 2 + 4 = 

a ? ^1 ■+ £ i 女 r ; + … 十 - 

+ flf 1 。+ … + 

其中…，〜是两两不同的非零数， 

3. 当 A 取什么值时，下述齐次线性方程组有非零解？ 

(A - 2)j ：! - 3 工 2 - 2r 3 - 0, 

^ + (A - 8) j ：2 - 2 a = 0， 

2 x l + 14工 2 + (A + 3) j 3 = 0, 
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4. 当取什么值时 t 下述齐次线性方程组有非零解？ 

\i.Ti *■ 了 2 + 13 = 0 , 

S _f| + h.Ti + X 3 ~ 0 , 

. ^1 + 2^2 十工 3 = 0- 

5. 当取什么值时，下述线性方程组有唯一解？ 

OJ l + J ：2 + X \ = 2 , 

^ I !十 bx 2 + JTj = li 
. x L + 2 bj；i + = 2- 

6. 对于第 5 题中的线性方程组，当 a 必为何值时,方程组无解？当为何值时,方程 
组有无穷多个解？ 

7. 讨论下述线性方程组何时有唯一解？有无穷多个解 9 尤解？ 

< zi + bx 2 + ^3 ~ 1 ' 

. ~ + 2& r 2 十 . r 3 二 L 


§6行列式按行(列）展幵 


我们在本章§4讲了行列式按一行(列）展开定理1例如，3阶行列式 I A | 
按第一行展开得 


A |- 


flu 

a 12 


=an {- 1) 1+1 

a 22 

^22 

^21 

a 22 

a 23 






江 '2 



a n 

a 33 





+ a 12 (_ 1) 




a 21 an 
aM d 33 


+ 辽13( 一 D 


1 t3 


a 21 a 22 

^3 L ^32 


(1) 


其中 3 个二阶行列式依次称为 （ M ) 元、（1，2)元、 (1,3) 元的余子式■现在我 
们反过来看 t 把这3个二阶行列式都称为 | Al 的子式，而把3个一阶行列 
式分别叫做这3个子式的余子式 ■ | A | 的子式 

(122 a 23 

众32 ^33 

是由 | Al 的第2、3行与第2、3列交叉处的元素按原来的排法组成的二阶行列 
式,我们把它记作 


⑵ 
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其中括号内上面一行是行指标，下面一行是列指标. 


子式 (3) 的余子式 | a tl | 是 A 的1阶子式.类似地把它记作把 





⑷ 


称为子式 (3) 的代数余子式 .I A | 中第2,3行元素组成的二阶子式共有3个 7 
它们都出现在公式 （1) 的右端 . 运用子式和代数余子式的木语,3阶行列式按 
第一行展开的公式又可以叙 述成： 

3阶行列式 I A | 中取定两行:第2、3行，这两行元素形成的所有2阶子式 

与它们自己的代数余子式的乘积之和等于 I A | - 

3阶行列式 | A 丨中取定其他两行，也有类似的 结论. 这称为3阶行列 


式丨 A 丨按两行展开. 

对于〃阶行列式是否也有类似的结论？ 

n 阶行列式 1 A | 中任意取 定&行 4列（1<々< «)，位于这些行和列的交 
叉处的 P 个元索按原来的排法组成的&阶行列式，称为 I Aj 的一个阶子 
式，如果取定第 …，“ 行< h <…< &)，取定第）1，』2，一4列 
(h < j 2 < … < 太），则所得到的々阶子式记作 


^“2,… 


(5) 


划去子式 (5) 所在的第6，〗^…4行 + 第）^2, …士列 ，剩下的元素按原来 
的排法组成的 （《 - H 阶行列式，称为子式 (5) 的余子式.它前面乘以 


例如，5阶行列式 


| A | 


a 

f ) + (V 人 



a u 

ai2 


a \4 

<^15 

az\ 

a 22 

a u 


^25 


a 32 




CZ41 

沒 42 

^43 

G44 

a 45 

^51 

a 52 

«53 

a 54 

a 55 


⑹ 


⑺ 


取定 | A | 的第1、2行，第4、5列得到的2阶子式为 


A 




ti 15 

a 24 

^25 



子式 (8) 的余子式为 
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^31 ^32 «33 
^41 ^42 a 幻 
叫 叫 a 53 

子式 (8) 的代数余子式为 


3,4,5 

1,2,3 


( 10 ) 


(_ 1 jOU)U4f5) A 


p ,4,5) 

(1-2 J 


( 10 ) 


5 阶行列式 I A I 中，取定第1,2行，这两行元素形成的2阶子式的数0为 


1 = 穿二 10 . 

当取定第 j 、， j 2 列 Oh < ^)时.所得到的2阶子式为 

Af 1 ' 2 ) t (11) 

Ul - ；2 / 

子式 (11) 的余子式为 


A ( 3, 4 / ; )， (12) 

Vl » J 2 f / 

其中是对于全集 U ,2,3,4,5 i 的补集，并且 j ; < n<jl 

定理 l ( LapUce ) 在 rz 阶行列式 |A | 中 t 取定是行：第…，幺行 
( ?1 < 4,且«)，则这々行元素形成的所有 * 阶子式与它们 


自己的代数佘子式的乘积之和等于 丨 A 丨. 

我们对于5阶行列式丨4丨来证明上述结论，这一证明方法对于《阶行列 


式也行得通. 

在5阶行列式 | A | 中，取定 两行: 第卜，“行 (h < 要证明下式成立: 


1 A 卜2 + (13) 

其中是对于全集11,2,3,4,51的补集，且 G & 
\ j \ a |是0 1 ^的补集，且/ 1 <^<4 

证明 （13) 式左端 | A | 是5!项的代数和.我们来看右端是多少项的代 
数和.右端中的2阶子式是2!项的代数和，3阶子式是3!项的代数和，它们的 
乘积展开后为2!3!项的代数和.又由于右端连加号中求和的项数为 C 〗， 因此 
右端的代数和中的项数为 


Ci .2!3!^2!3!=5! 

这证明了 （13) 式右端的项数等于左端的项数.如果我们能进一步证明右端的 
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每一项都是左端的 某一项 ，则右端的5!项的代数和就正好是左端的5!项的代 
数和.从而右端与左端相等. 

在 (13) 式右端中任取一项： 

(- 1) 〜(- (- 1) 小，〜 w, 3V (⑷ 

其中 是 Ji ， iz 的2元排列， tihh 是 心的 3 元排列 .（13) 式左 
端 | A | 中有如下 一项： 

(15) 

容易计算出下列各式； 

(-1 广。 "卜，3)= ( - 1)。「1卜…= ( 一 ㈣ ， 

(- i) 〜 tViYP= ( - 卜 1 

二（一 i )< V 々 H |+2 ” rU i 

设〜以经过次对换变成 hh ， 则（-1)+]以= ( -1)、且 

(—= (- iy (- 1) 山山 

=(-- i)(W-(1+2) + t(w 人 

因此 

-(- 1) 心 _~)( 一 i)(-_ + t 2 >+o 】 +V (- i) rU i^ p P* 

于是 （14) 式和 (15) 式相等+这证明了 （13) 式右端的每一项都是左端的一项 ■ 

I 

定理1称为拉普拉斯 ( Laplace } 定理 (或行列式按 A 行展开定理） - 
由于行列式中行与列的地位对称，因此也有行列式按 A 列展开的定理： 
定理 2 n 阶行列式 |A | 中，取定 ife 列（1< A < «), 则这&列元素形成 
的所有 A 阶子式与它们自己的代数余子式的乘积之和等于 A U 

行列式按 A 行（列）展开定理在计算某些特殊类型的行列式时发挥着重 

要作用.看下面的例子- 
例 1 证明下式 成立： 


an 

舂 

… a ik 

0 … 

0 

h 

■ 

^k[ 

… 叫 

0 … 

■ 

0 

。'11 

… ^'ik 

办 11… 

bw 

4 

i 

C r \ 

… c rk 

br\ … 

4 

K 




11 … 


( 16 ) 


… ^kk 


证明把 （16) 式左端的行列式按前 A 行展开，这 A 行元素形成的 A 阶子 
式中，只有左上角的阶子式的值可能不为零，其余的 A 阶子式一定包含零 
列，从而其值为0.左上角的 々阶子 式的余子式正好是右下角的 r 阶子式，并且 


(- 1 ) 


+ 卜2+…+ 奋） 


因此 (16) 式成立 
令 


au … a u 


: ， A 2 


… 叫 


则 (16) 式可以简洁地写成 


C A 


A ,| |A 


(17) 


注意 (17) 式中都必须是方阵 * 
公式 (17) 是非常有用的 + 


习题 2.6 

1. 计算下述行 列式： 

2 3 0 0 0 

-1 4 0 0 0 

37 85 1 2 0 

29 73 0 3 4 

19 67 1 0 2 


2. 计算下述行 列式: 




C lr 


““ …叫 … C kr 

0 ■■- 0 b {1 ■■■ b u 

■ " ， 

* ■ 

+ « 

0 -* 0 fr rl … b " 

3, 计算下述行 列式： . 

0 …0 a u - a n 

* a 
■ 

+ » 

0 … 0 叫… a 鉍 

*jl … b [r - c ih 

■ 

* f 

■ I 

乂】… b rr (H … Q 

4 . 设 | Al 是关于这”个数的范德蒙行列式,计算: 


(1) A 


1-2 ,… ,n - I 

2丄-■、打 


⑵ A 


1 - 2 -“+ 

1 ,3 ，+、n 



应用与实验课题:行列式在几何中的应用 

在几何空间中，两个非零向量 a 与6的外积仍然是一个向量，记作 a X办， 
它的长度规定为 

Ar.( 

丨 a x & | =|« | ⑴ 

它的方向规定 为:与 (!，& 均垂直，并且是当右手四指从 a 弯向 &( 转角小于 tO 
时拇指的指向.如图2_〗所示， 

从上述定义看出，两个非零向量 a 与 fc 的外积 a x 6的长度等于以为 
邻边的平行四边形的面积 . 这使得我们可以利用向童的外积来研究平行四边 
形或三角形的面积，以及平行六面体的体积了 


S 2 _ 1 


a 


«i 


图 2-2 
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在空间中取一个右手直角坐标系[0;^，~，^],如图2-2所示.从外积 
的定义可得出 

c, x ^ e 3 » e 2 x 总 3 二 e lT 

e ] = e 2 , e T ^ e t = 0, 

其中 f = 1,2,3. 

从外积的定义可看出 

<jx&=-&xa. (2) 

从外积的定义还可以得出 

( ka ) x b ^ k(a b ) , (3) 

ax ( fr + c ) = a x b ^ a x (4) 

(6 + c)xa - frxa + cXrt. ⑸ 

运用上述事实以及向量的内积的定义和性质,做下述 题目： 

1. 在空间右乎直角坐标系 [ OmhQ ，。] 中，两个非零向量的坐标 
分别为，〜 o )，（ no ). 

(1) 求以乃为邻边的平行四边形的面积，并且把结果用一个行列式表 

示. _ 

(2) 求以 fl 、6为两边的三角形的面积，并且把结果用一个行列式表示 ■ 

2-在空间右手直角坐标系中，三个非零向量 a 乃 ， c 的坐 

标分别为 

(“1 ^{ b \ 办 3) ，（。1 

求以为棱的平行六面体的体积，并且把结果用一个行列式表示+参看 
图2 — 3， 



Q 


图2-3 
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为了直接用线性方程组的系数和常数项判断方程组有没有解，有多少 
解，我们在第2章给出了用系数行列式判断》个方程的^元线性方程组有唯 
一解的充分必要条件+这一判定方法只适用于方程数目与未知量数目相等的 
线性方 程组; 而且当系数行列式等于零时，只能得出方程组无解或有无穷多个 
解的结论，没有区分出何时无解，何时有无穷多个解.能不能对于任意的线性 
方程组，给出直接从它的系数和常数项判断方程组有没有解.有多少解的方法 
呢?为此我们需要探讨和建立线性方程组的进一步 理论这 一理论还将使我们 
弄清楚线性方裎组有无穷多个解时解集的结构- 
判断下述线性方程组有没有解?有多少解？ 

上1 一 _ 2* 

— 2xi = _ 5 ， 

3 x [ ™ Ax 2 = - 9. 

我们按照第一章给出的方法，把方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯 
形 矩阵： 


1 -1 _2 、 


1 -1 -2 


1 - 1 -2 

1 - 2 - 5 

- 

0-1-3 

- 

0-1 - 3 

3 一 4 - 9. 


、0 -1 - 3, 


0 0 0 , 


由此看出，方程组有解，并&有唯一解- 

在上述化成阶梯形矩阵的过程中，需要把一行的倍数加到另一行上，例 
如，把第1行的 （-3) 倍加到第3行上.第1彳7的 （-3) 倍可以写成 

(—3)(1，-1， -2) = (-3,3,6), (1) 

再把它加到第 3 行上，可以写成 

(-3»3,6)十（3，”4,—9) = (0，一1，—3). ⑵ 

从上述例子受到启发，为了研究直接从线性方程组的系数和常数项判断 
它有没有解，有多少解的问题，需要在所有 《 元有序数组组成的 集合中 ，规定 
像 (2) 式那样的加法运算，以及像 （1) 式那样的数量乘法 运算. 因此这一章我 
们将研究规定了加法和数量乘法运箅的〃元有序数组的集合的结构，然后利 
用它研究如何直接从线性方程组的系数和常数项判断方程组有无解，有多少 
解的问题，以及方程组有无穷多个解时解集的结构问题* 



§1 n 维向■宇间5^ 


§1 维向置空间 


取定一个数域设〃是任意给定的一个正整数.令 

def 

K n Kq , a 2 ，-，aj | 〜£ K,i = 1，2，". ，糾- 
K H 中两个元素(心 ， a 2 r _., a n ) 与 （6〗 ^ ) 称为相等，如果 a 】= h { , a 2 
= *2, 一 ， a N = . 

FT 中的元素用小写希腊字母 a ，/3，/，.“ 表示 + 

在中规定加法运算 如下： 

( q ， a 2 r“'cO t ( b '， b 2 ，…， b ”) 

== ( a 】+ … ’ a 2 + , …， a n + 6 n ) ■ ⑴ 

在 K 的元素与的元素之间规定数量乘法运算如下： 

k ( a lt a 2 r ^ ,^ n ) == ( ka 、， ka 2 , …， ka n ). ⑵ 

容易直接验证加法和数量乘法满足下述8条运算 法则； 对于任意 4,7 
6 k ' 任意史 j e k ， 有 

1° a +戸= p + a (加法交换律）； 
r (^ + ^) + y - a + (^+ r) (加法结合律）； 

3 fl 把元素 (0,0 t …， 0) 记作0,它便得 

0 十 a = or + 0 = a » 


称 0 是 w 的零 元索； 

4 B 对于 cr = ( at ， a 2 t …， a tt ) 6 K 、 令 


dd 

- a ^ I T - ^2 J 




我们有 

a + (- a) = (- a) + a 二0， 

称- 的负元索； 

5 ? la = a ; 

6 " (ki)a = k(ta); 

T {k l) a — ka la \ 

8 & k(a + 口）二 ka + kp. 

定义 1 数域 K 上所 有”元 有序数组组成的集合 K n ，连同定义在它上面 
的加法运算和数童乘法运算及其满足的8条运算法则一起，称为数域 K 上的 
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一个维向置空间 + 的元素称为 n 维 向置; 设向量 a = U lT ^，〜， a J， 称 
化是 0的第；个分置. 


在《维向董空间 K n 中，可以定义减法运算 如下： 

def 

a ” —a + (-^) + ⑶ 

在《维向童空间 K H 中，容易直接验证下述4条 性质： 

0a 二0; (4) 

(-l)a = ~ a； (5) 

kO ~r 0； (6) 

ka = O^k = 0 或者 a = 0. (7) 


» 元有序数组可以写成一行，…，〜），称它为行向置■也可以把 n 
元有序数组写成 一列： 


at 

^2 


称它为列向置.把写成列的所有《元有序数组组成的集合仍记作 K' 并且在 
1 C 中类似地定义加法运算，在 K 的元素与 K n 的元素之间定义数量乘法运算， 
它们仍满足8条运算法则，因此这时 K n 也是数域 K 上的一个》维向量空间- 
它与前面所说的 n 维向量空间没有本质的区别，只是元素的写法不同而 
已. 


例如，数域 K 上的 5 x ”矩阵 

a 12 … a \n 

a 2 ] ^22 … ^2n 

A = . ■ ， 

* * 

鑫 》 

a s2 … a fH , 

h 的每一行是 H 维行向董，把第 〖个 行向董 Un 2 , …， 〜 H ) 记作兑，则/I， 
in 称为 a 的行向置组 . a 的每一列是 5 维列向董，把第 j 个列向量 

Ci 2j 

p 

p 

4 

^ 广 

记作1，则^，々，…，〜称为 A 的列向置组- 
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在中，给定向量组^，^，…，^任给尺中一组数 U 2 ，…， I ，我们 
把+ … +是凡称为向董组(^，0^，…，1的一个线 性组合 ，把 h >2, 
…，匕，称为系数+ 

对于; 3 G IT , 如果存在 K 中一组数 q ，（2,." ， r , 使得 

j3 = c x a } + c 2 幻 + …+ c s a,, (8) 

则称沒可以由…， fl 2 , …， A 线性表出- 

利用向童的加法运算和数量乘法运算，我们可以把数域 * 卜元线性方 


程组 


写成 


令 


filial + fl 12 工 2 + .■■ + a lrr r„ = h” 

^2 i^L + + …+ aw 6 2 , 

4 W ¥ .齡 ■ 4 ■ P * ' * ■ 

a.iXi + a , 2^2 + 4 " + 


(9) 



f -S 

«11 


a n 






尤 1 

»2i 

琴 

•1 

+ X 2 

a 22 

1 

V 

鑫 

■ 

i 

十 … + 

a 2u 

f 

* 

—— 

bi 

» 

■ 

■ 

. (10) 




^s2 ， 


、 a„j 」 






f \ 

^ii 

a a 


a U 

^22 


a ln 

a ln 


bi 


■ 

■ 

* 

,a；2 = 

* 

b> 

+ 


i 

琴 

鑫 

■ J 

-i 3 - 

■ 

f 

、 b s j 


则线性方程组可以写成 

X[<xi + i 2 a 2 + …十： c fl a „ =卩， 01) 

其中 31 ,心.…， a rt 是方程组的系数矩阵的列向董组，|3是常数项组成的列向 
量.于是 

数域 K ： 上线性方程组心〜+工 2 以+…十 w = p 有解 
<^= J > K 中存在一组数 q ， c 2 , …， c rt ， 使得下式成立： 

c 】 a t 十十 … 十 c n a n ^ ^ 

4 =^>jS 可以由 …， h 线性 表出. （ 12 ) 

这样我们把线性方程组有没有解的问题归结为： 常数项 列向量 i 3 能不能由系 
数矩阵的列向量组线性表出•这个结论具有双向作用：—方面，为了从理论上 
研究线性方程组有没有解,就需要去研究 J 8 能否由〜，〜，■■■,〜线性表出；另 
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—方面，对于中给定的向量组，以及给定的化为了判断卢能 
否由^ 4 2 ,…，、线性表出，就可以去判断线性方程组 ^ j a 1 + Xiai + + 

x IE a fl - 0是否有解(用第1章给出的判定方法）. 

例1 中，设 



f r 


■ 5^ 


i 


' 2' 

q = 

2 

= 

- 5 

,cr 3 = 

- 3 

，卜 

—1 


_ 3, 


.12. 


、 6」 


. 3, 


判断^能否由向量组 <2 1 ，^，《 3 线性表出，若能够，写出它的一种表出方式* 

解把线性方程组 十 ^2^2 + x 3 a ^ ~ jS 的增广矩阵经过初等行变换 
化成阶梯形 矩阵： 


， 1 5 1 2 1 


5 12 ) 


15 12 〕 

2 - 5 - 3-1 

- ► 

0 -15 -5 -5 

- ► 

0 3 11 

- 3 12 6 3 , 


0 27 9 9 v 


.0 0 0 0 . 


由此看出，线性方程组有解 I 从而/?能够由向量组^,^^3线性表出， 

为了写出一种表出方式，我们把阶梯形矩阵进一步化成简化行阶梯形矩 



于是方程组的一般解为 

f 2 ^ 1 

A = 了心 +p 

1 ^ 1 

I = — T lT3 + T ， 

其中:^是自由未知量冷 a = i t 得々= 1^2 = 0 ■于是 

i ? - ai + 

由于方程组有无穷多个解，因此;3由 A ， h , 化线性表出的方式有无穷多种+ 
在中，从理论上如何判断任一向童能否由向量组〜，〜，■••，〜线性 
表出?从线性表出的定义知道，这需要考察 P 是否等于 a l ， a 2, …， A 的某—个 
线性组合.为此我们把的所有线性组合组成一个集合界，即 

W— Uni + 十 …+ It e it,/ = 1 ， 2,…， sf ■ 

如果我们能够把 W 的结构研究清楚，那么就比较容易判断3是否属于见，也 
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就是判断0能否由…线性表出. 

现在我们来研究 W 的结构.任取 ，: ^ e W , 设 

a - a x <x\ + ai^i + + a 凡 ，/ = h ] a ] + ^2 a 2 + + 办 A ， 

则 

or + / = (a { a[ + a 2 a 2 + …+ a^a,) + (b { ai + 卜心十 …+ b^ s ) 

= (a } + 6])^；! + [a 2 + 6 2 )h + …+ (a, + b s )a s , 

从而 a + y 6 

任取 A € K ， 则 

kct = k(a\cti + a 2 a2 + … + 

= + (hz 2 )a 2 + … 十 （ O a 。 


从而如 e W - 

由此受到启发，我们引出一个 概念： 

定义2 K n 的一个非空子集 U 如果 满足： 

1" + 7 € 17, 

2° a e u f k e K^ktx e u, 

则称 t ; 是 K n 的一个线性子空间，简称为子空间- 

性质 r 称为1/对于 k " 的加法封闭;性质2°称为 u 对于数量乘法封闭 ■ 
io ! 是的一个子空间，称它为零子空间本身也是的一个子空 

间. 

从上面的讨论知道， K " 中，向量组…， A 的所有线性组合组成的 
集合 W 是的一个子空间，称它为生成的子空间，记作 

(a, ， (?2 ,…，0 + 


于是我们有下述 结论： 

命《1 数域 K 上 rt 元线性方程组文 ]ai 十 ： c 2 a 2 +…+ = /?有解 

可以由 a ] ， h ， …，〜线性表出 

6 〈 a 卜 …，0. ■ 

这样我们把判断线性方程组 : CiA +AM + …十0有没有解的问 
题归结为 ：判断 0是否属于4,4,…， I 生成的子空间〈^，心，…，的问 
题，为此我们在下面三节来深人研究 K ” 中由给定的向董组生成的子空间的 

结构. 


习题 3.1 


1『在 K 4 中，设 
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f V 


4、 


-10、 


- 2 


7 


- 25 

fll = 

5 

- 

- 2 

A 」 

16 


' 3, 


、 6. 


-12- 


求的分别以下列各组数为系数的线性组合 f k 卿- 


(L) k\ = ~ 2,^2 ~ 走 : j = 1; 

(2) ki = 0,^2 = 0, 点 3 ，」 （)■ 

2 ■在 K 4 中，设 = (6, - 2, ft t 4)\^ - (- 3，1-5,7广求向量7使得 2 a 十 /「3， 
3. 在 K 4 中，判断向量;0能否由向量组^^ 2 ,〜线性表出.若能，写出它的一种表示方 


⑴〜= 


⑵…= 


⑶…二 



4-在 iT 中 ，令 


ei 


1 ^ 


o' 


0 

0 


1 


0 

0 

* 

M 

i^Z = 

0 

■ 

■ 

■ 

广、％ = 

0 

■ 

■ 

1 

0 


0 


0 

.0 , 


.0 , 


1, 


证明： 中任一向世 


a 


«2 


I a： 


能够由 向置组 线性表出，并且表出方式唯一♦写出这种表出方式 
5.在 K 4 中，设 
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r 




- 1 ] 


1 


0 


1 

• 1 

!r 


1 

1 


1 

01 = 

(1 

,*2 ~ 

0 

A 二： 

] 

^4 = 

1 


-0. 


i), 


-0. 


丄 


证明： 中任一向童 

a -) 

ff = 

<^s 


k^4 J 

可以由向量组线性表出，并且表出方式唯一，写出这种表出方式， 
6. 证明： 向童组，〜中任一向 量〜可 以由这个向童组线性表出 ■ 


7* 设 …，〜6 K rt T 说明七 £ l ，2 t "，「 

8. 设厂< n ， 证明的下述子集 W 是-个 子空间： 

W - {(q ， ct z ， " ， fl r ,0, - t 0)|a ( G K ，？ = 1 上 ■'/■!■ 


§2线性相关与线性无关的向置组 

在上一节中，我们把线性方程组有没有解的问题归结 为:常 数项列向量能 
不能由系数矩阵的列向量组线性 表出如 何研究 K " 中一个向量能不能由一 
个向量组线性表出呢？ 

实数域 R 上的3维向量空间 R 3 的元素是3元有序实数组■在几何空间（由 
所有以原点为起点的向量组成）中，取定一个坐标系后，每个3元有序实数组 
表示一个向量 I 因此可以把#看成几何空间.这样我们可以从几何空间受到 
启发，来研究中一个向量能否由向暈组线性表出的问题 - 



图3 - 1 


儿何空间中，设不共线■如果 h 可以由线性表出，则 A ， 
fl 2 ， ct 3 共面; 如果 a 4 不能由（^，(^线性表出，则^ 2 ，化不共面,如图3_1 
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所示 I 从解析几何知道(参看丘维声编《解析 几何》 (北京大学出版社出版）第8 
页） 

共面的充分必要条件是有不全为零的实数使得 
k x ai + i 2 « z + = 0. 

d ], a 2 ^4 不共面的充分必要条件是:从 

务 l a l + + ^4^4 ~ 0 

可以推出幻= Q ， k 2 = 0^4 = 0. 

从几何空间的上述例子受到启发，在 K rt 中为了研究一个向童能不能由 
一个向童组线性表出，就需要研究像上述两种类型的向量组 ■ 

定义1 1( ?1 中向量组 £ ^，...，^0>1)称为是线性相关的,如果有尺中 
不全为零的数^ j 2 t …， t 使得 

k x a\ + "* + k ： fiL, = 0 - ( 1 ) 

定义2 中向量组〜，…，如果不是线性相关的，则称为线性 

无关的.即如果从 

k { a t + '** + = 0 

可以推出所有系数■，卜全为0,则称向量组〜，..■，〜是线性无关的 ■ 

根据定义1和定义2以及解析几何的结论得，几何空间中，共面的三个向 
董 是线性相关的，不共面的三个向量是线性无关的 〖共线 的两个向量是线性相 
关的，不共线的两个向量是线性无关的 ■ 

下面看几个简单的例子. 

(1) 包含零向量的向量组一定线性相关.这是因为 

1 • 0 + Off : + …+ ； 0. 

(2) 单个向量 a 线性相关 
@存在 A 弇0使得 h 二0 

= 0 . 

由此立即得出 

单个向童 a 线性无关 

(3) K n 中，向量组 
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是线性无关的. 

证明设…= 0 ,即 


.11 
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由此 得出 ， h = 0 = 0^3 = 0 ,…， I = 0■因此向量组 h ， E 2 ，…， e H 是线性 

无关的+ 1 

今后在 K n 中 ， Q T … h 总是表 7 K 只有一个分鼋为1，其余分量全为0 

的列向量. 

评注 

K n 中线性相关的向量组与线性无关的向量组的本质区别可以从以下几 

个方面刻画+ 

1. 从线性组合看. 

(1) 向量组 （ S >1) 线性相关 

^它们有系数不全为零的线性组合等于零向置. 

(2) 向量组线性无关 

^它们只有系数全为零的线性组合才会等于零向置 ■ 

2. 从线性表出看. 

(1) 向量组 au 2 ，+*.， i (5>2) 线性相关 

<=今其中至少有一个向置可以由其余向置线性表出- 

证明必要性.设向量组〜^ 2 ，...，1( 5 >2)线性相关，由定义1得，有 

K 中不全为零的数 hth ， 使得 

k { a { + 十 …+ = 0 . 


设 t 尹0,由 （2) 式得 


⑵ 
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这表明％可以由向量组的其余向量(除去+以外的向量）线性表出. 

充分性 t 设向量组^，&，…， ~(. s >2) 中有一个向量~可以由其佘向量 
线性表出，即 

ff ； = /肉 + …+ G L a ; . ! + + …+ 

移项得 

/■〜 + — + -〜+ 心 + 】〜 +1 + …+ /久= 0. (3) 

(3) 式左端的系数中至少有一个数_ 1古0,因此 a 1> a 2 ，…，〜线性 相关. ■ 
(2) 向量组0： 彳， 0：2 , … ，七 （ 5 > 2) 线性无关 
㈡ 其中每一个向置都平 準由其 余向置线性表出― 

3. 从齐次线性方枵组看/ ^ 

(]) 列向量组 〜 + _ w ( s > l ) 线性相关 
㈡ 有 K 中不全为零的数…， t 使得 

k } a { + + k,a, = 0 

^齐次线性方程组+…+ - 0 有非琴解 + 

(2) 列向量组〜，…， + 线性无关 

㈡ 齐次线性方韹组+…+ ^ = 0只有零解. 

4 + 从行列式看. 

(1) W 个维列向量 criAz ， …线性相关 

W 以 a ,^ 2> -, a , 为列向置组的矩阵的行列式等于琴 ■ 

(2) rt 个 h 维列向量^，〜，…，〜线性无关 

W 以 fll ， a 2 ，…，〜为列向量组的矩阵的行列式不等于零 - 
由于行向量组，…， a n 线性相关当且仅当列向量组^，^.”_，夂线 
性相关，并且 jAl = | A 1, 因此也有 

W 个”维行向量〜，心，…，〜线性相关(线性无关） 

W 以…，〜为行向量组的矩阵的行列式等于零(不等于零） ■ 

例1 证明： 如果向量组的一个部分组线性相关，则整个向量组也线性相 

• » + » .■零 f • w 

孝. 

证明设向量组 cn ，…，〜，…， A 的一个部分组，臂如说，…，~ 
线性相关，则有 K 中不全为零的数 h ，…1之使得 + " 4 + kta t = 0•从而有 

匕〜+…+ 十 0 a r + 1 十…+ OtTj = 0 - 

由于 A 卜…，卜，0,…，0不全力零 I 因此 a ! ，…，〜，叫十1 * …，义线性相关」 ■ 
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关. 

# 例2 证明：如果向量组线性无关，则向董组 A +^，〜+ ^， 
~ ^也线性 无关. 

证明 设 

Ai(di 十 a】） + ^2( a 2 + h) + 々 3( a 3 + a i) 二 0. (4) 

整理得 

( 是 1 + + ( 友 1 + &2) 疗 2 + ( 々 2 十 °3 = Oh (5) 

已知 ^,^^3 线性无关，于是从 (5> 式得 

ki + 是 3 = 0 ， 

< k 1 ^ k 2 = 0, (6) 

合 2 + ^ = (K 

齐次线性方程组 (6) 的系数行列式为 

! 1 0 1 10 1 1 _ t 

1 1 0 = 0 1 - 1 ^ ^ ^ =2^0, 

0 11 0 11 

因此方程组 (6) 只有零解1即心= 0,匕= 0， h 二0■从而向量组+ 〜， ff2 + 
^3 1 ^3 + q ， 线性 无关. ■ 

例 3 判断下列向量组是线性相关还是线性无关?如果线性相关，试找出 
其中一个向量 ，使得 它可以由其余向量线性表出，并且写出它的一种表出方 
式+ 


(i) = 


(2) £xi — 


(3) erj 之 



其中 a , 1 ? rC td 各不 相同- 
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解 （ 1 ) 考虑齐次线性方程组 + x 2 a2 + ― 0 * 把它的系数矩阵 

经过初等行变换化成阶梯形 矩阵： 
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阶梯形矩阵的非零行数目 3 等于未知量数目，因此齐次解性方程组只有零解 ■ 
从而向貴组线性无关. 

( 2 ) 考虑齐次线性方程组 riai + + ^ 4 ff 4 ^ 0 , 
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由于阶梯形矩阵的非零行数目 3 小于未知量数目 4 ,因此齐次线性方程组有非 
零解.从而线性相关，方程组的一般解公式是 

- - 2^4 ^ 

< 工2 ^ — ^4 > 

. 

其中 A 是自由未知量，令而 =- 1，得一个解是(2，1 _1， - I ) 于是有 

2^1十 - 口3 — a 4 二 Q ， 

由上式得出， a 4 = 2 ffi + £ T 2 - ^3- 

( 3 ) 由于各不相同，因此以 a 2 ， fl ( 3 ， a 4 为列向量组成的矩阵 
A 的行列式 
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1111 

abed 
a 2 b 2 c 2 d 2 
a 3 

从而 a ^ a 2 tC ( 2 ^ ct 4 线性无关* 

例 4 设 3 维向量组 



线性无关，把每个向量都添上2个分量，则得到的5维向量组 



也线性无关，（称 L ^2，^是〜，巧， 〜 的 延伸组 ■) 
证明 ffi 线性无关 

齐次线性方程组 


尹0, 



⑺ 


只有零解 

>齐次线性方程组 



只有零解（否则，方程组 (7) 也有非零解，矛盾） 

， Of 2 ,Cf3 线性 无关. I 

用同样的方法可以证明： 

如果 n 维向量组 A .… ，〜线 性无关，把每个向量都添上讲个分量(所 
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添分量的位置对于…，1都一样 >，则得到的 H m 维向量组 i 
…，糸也线性无关. 

我们把上述……称为以 ， tt 2 , …，〜 的延伸组.反过来 t 把 U，fl2, 
称为… ，+ 的缩短组.上述结论可以叙 述成： 

如果向量组线举字冬，则它的举彳 宁寧也 學举字&由此 得出： 

如果向量组_每+奉，则它的命卓 

在本节开头 eAi /几 何空间 f 设 _ a ,， W 罘4线(即 a , ，％线性无关), 
则 a 可以由(1 1 4 2 线性表出的充分必要条件是<1 1 ，《 2 ，心共面(即(1 1 ，《 2 ,1^ 
线性相关）.由此受到启发，我们猜想有下述 结论： 

命級1设向量组力，…， a 线性无关，则向量3可以由… . a 线性表 
出的充分必要条件是^^线性相关. 

证明必要性是显然的.下面证充分性 - 

设〜，…， id 线性相关，则有 k 中不全为零的数心，…， u 使得 

是 i a i + …+ + /召= 0. (9) 

假如/ = 0,则 k Y ，…， k s 不全为0,并且从 (9) 式得 

k l a l + - 4+ + - O t 

于是 fll ，…， ^ 线性相关.这与已知条件矛盾，因此 /关 0. 从而由 （9) 式得 



从命题1立即得到 

推论2设向量组…，…， a 线性无关，则向量0不能由^〜线性表 

出的充分必要条件是《卜…，线性 无关. ■ 

命题1和推论2解决了当向量组〜，…，1线性无关时，向量0能不能由 
，线性表出的问题.此时，若向量组…，线性相关，则卢可以由 
ai ，…， k 线性 表出； 若向量组〜，一，^，;3线性无关，则0不能由〜，…， a 线 

性表出. 

我们还需要研究当向量组〜，...，〜线性相关时，向量0能不能由力，…， 
A 线性表出的问 题+这 在下面 - 节来研究 ■ 


习题 3.2 

L 下述说法对吗?为什么？ 

0) w 向置组…， I 如果有全为零如数 k , T - r k 5 使得+…+ = 0，则 
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-_ ~~ ~ || II ■ ■■ I ■ I I II ■!! ■ I ■ ―I - ■ -- ■ - ■ . 

…，〜线性尤关 

(2) “如果有一组不全为零的数 I ，…，&使得 

是 1 订 1 + …+ 7 ^ 0 , 

则 q < 线性无关 

C 3) “若向 t 组… >2) 线性相关，则其中每一个向曾都可以由其余向童 
线性表出 

2. 判断下列向童组屋线性相关还是线性无关？如果线性相关，试找出其中〃个向童. 
使得它可以由其余向童线性表出，并且与出它的 ，种表 达式. 



3. 证明：几何空间中任意4个向量都线性相关 ■ 

4. 证明 rK H 中，任意 n 十1个向量都线性相关1 

5. 证明：如果向量组线性无 X，则向虽组 + u 2 , a 2 ^ 5 a ^4 a } + tli 线 
性无关. 

6. 设向置组 线性无关，判断向量组 ori + ( X 2， c：i + + ^4^4 1 邙 i 胃 

否线性无关？ 

7. 证明：如果向1〆 可以由向貴组〜线性表出，则表出方式唯…的充分必要条 
件是 ^ 线性无关- 

R. 设向童组〜，…， a ，线性无关，/?=卜〜+… + 如果对于某个4乒则用戸替 

换以后得到的向量组 Cl *. ^，心… A 也线性无关 ■ 

9. 证明 ：由非 零向量组成的向童组〜,^,..^0 >2)线性无关的充分必要条件是: 
每一个 ~ (1 < 7 < s ) 都不能用它前面的向 童线性 表出. 

10. 设〜，\线性无关，并且 

心二 «11^1 + + j 


fi r = I' *" + H 
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证明线性无关的充分必要条件是 

… 


尹0 


11」设& t 是两两不同的数1 r < n 令 




1 ' 


1 1 


1 - 



a l 



■ 

t«2 = 

1 

，…， ^ r_ 

+ 

■ 

■ 


• 


•P 

- “r 1 . 




_w- 1 

l a r ) 


证明 fli ， tlu …是线性无关的 ■ 


§3向置组的秩 


在上一节最后一段中，我们 指出： 还需要研究当向量组…，1线性相 
关时，向量能不能由向量组〜，…， K 线性表出的问题■让我们仍从几何空间 
中受到启发. 

几何空间中，设共面，并且 ft |， H 两两不 共线. 如图 3 - 2 
所示.这时 AA 线性相关+它的一个部分组1，(* 2 线性无关，部分组 A 
也线性无关.部分组 a n a 2 与部分组1虽然都线性无关，但它们有区别:对于 
部分组 h 来说，添上 h 后得到的部分绀 A ，〜仍线性 无关. 而对部分组 a , ， 
fl 2 添 h 后得到的却线性 相关. 由此受到启发，我们引出下述概 

念 ■ 



图 3-2 

定义1 K " 中向量组的一个部分组称为一个极 大线性无关组 ，如果这个 
部分组本身是线性无关的，但是从这个向量组的其余向量(如果还有的话）中 
任取一个添进去，得到的新的部分组都线性相关+ 

在上一段讲的几何空间的例子中， A 是向量组 A ，1，《3的一个极大 
线性无关组, A 不是极大线性无关组，容易看出，1，化以及也都是 
ai ， a 2 ， a 3 的一 个扱大线性无关组.由此看到，向量组的这驻极大 
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线性无关组所含向量的数0都是2.对于中的任意向暈组是否也有类似的 
结论，即向量组…，^的仟意两个极大线性无关组所含向量的数目是否一 
定相等?为了研究这个问题,就要讨论向量组的任意两个极大线性无关组之间 
的关系.为此我们先一般地时论两个向量组之间的关系. 

定义2如果向童组^，…， h 的每一个向量都可以由向量组…■轧线 
性表出，则称向1组 q ，… ，〜 可以由向量组 A ，…，扎线性表出.如杲向 * 组 
q，"，a ¥ 与向量组 A ，…，沐可以互相线性表出，则称向量组 与向暈 

组仏，…，氏等价，记作 

Ui ， …， oj 兰 冰、…，扎 L 

向量组的等价是向量组之间的一种关系 T 容易看出，这种关系具有下述三 
条 性质： 

r 反身性，即任何一个向量组都与自身等价； 

2' 对称性+即如果 ai， …，1与 A, … ，礼 等价，则 jSi， …，氏与…•…， h 

等价； 

3°传递性.即如果 

U " …， d 兰|/3】，…，… Hh ，…，7丄 
则 Ui， …， d 

注: 容易证明线性表出有传递性，从而等价有传递性 1 
现在我们来讨论向董组的任意两个极大线性无关组之间的关系，为此先 
讨论向暈组与它的极大线性无关组的关系 - 

命题1 向量组与它的极大线性无关组等价+ 

证明设向量组 A ，…，〜，％ +1 ，…，心不妨设它的一个极大线性无关 
组是 a , ，…，、.对于 y t 丨 U 2, …，比有 

a, = Oai + …+ OcE[-i + 1^ ( 十 Oti f + i + …+ 0 〜 

因此 〜■■.，％ 可以由 a! ，…，〜，…， h 线性表出. 

同理，^，…，〜中每一个向量可以由《1，…，^线性表出■如果相< h 

任取 j G 丨 m + 1 ,…由极大线性无关组的定义得，〜，■■■，‘，七线性相 
关.由于 〜，…， ‘线性无关,据本章§2的命题1得 ，士 可以由 q ，…， ^线性 
表出■因此 a〆 ..，、 广.，\可以由 q ，… ，‘ 线性表出 T 

綜上述得, ai ，与 cri ， … 等价. ■ 

从命题1和等价的对称性、传递性立即得出： 

推论 2 向量组的任意两个极大线性无关组 等价. 1 

从推论2知道，向量组的任意两个极大线性无关组可以互相线性表出-于 
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是为了研究它们所含向量的数目是否相等，就需要先研究如果 一个向 量组可 
以由另一个向量组线性表出，那么它们所含向量的数目之间有什么关系. 

几何空间中，如果向量组/»1,/» 2 ，心可以由向量组线性表出，那么 
能得出刊么结论呢？ 

情形1.设不共线.如果可以由 a M a 2 线性表出，则&， 
办 2 ，& 一定共面+如图3〜3所示* 



情形2.设仏心共线.如果可以由心《 2 线性表出，则 H 
^ 一定共线，当然也共面1如图3 -4 所示了 

由此看出，无论(^，〜共线还是不共线，只要丨，^3可以由1，(( 2 线 
性表出，那么^，/^化一定共面(即，禹线性相关)- 

从上述例子我们猜想有下述引理1,并且将证明这个猜想是正确的 ■ 

引理1设向量组仏，巧，…，卢,可以由向量组，…，\线性表出-如 

果 r > 那么向量钽仏，禺，…，艮线性相关 ■ 

证明 为了证明仏，馬，… ，氏线 性相关，就需要找到一组不全为零的数 
k { yk 2 , J k r 使得 々 iPl + h 沒 2 十… + = 0. 为此考虑 gl ’ lh ， …，&的线性 

组合 

工1召 I +工+…+ 

由已知条件，可设 

容 2 二 + 〜火+…十 


于是 


& 二 a lr £ T ] 十 十…+ a ^V 

X^i + 馬 +…+ 上点 

= JCliu^ai + £3 2 肉 + …+ a ^ a s ) 

十 X 2 ( u 120 fl 十022^2 ^ + a s 2< h 、 




+ jr r { a ] r a { + a 2 Ai + + 

= (a n x { + ayi^2 + + ^ {a 2 ]^\ ^ flZ2^2 + "* + 

十…+ ( a rl X | + 了2 + ■.■ + (1) 

考虑下述齐次线性方程组 

an^j + 以 12 文 2 + …+ a lr x r = 0 ， 

^ « 21^1 + * 22^2 + + 0 , ⑵ 

^ 4 v 4*4 彎 》» f I ^ ■ ♦ * 

…叫 + a t2 x 2 + 4 ' 4 + y r = 0. 

由已知条件5 < r ， 因此方程组 (2) 必有非零解■取它的一个非零解 
…， O , 则从 (1) 式和(2> 式得 

k]^\ + 是 2 馬十 …+ = Oaj + Ocr 2 + …+ 0a, = 0* 

因此 /? i , ft , …，沭线性相关. I 

由引理1立即 得出： 

推论3 设向量组 &， 馬，…，広可以由向量组 A ，。 2 ，…，士线性表出+如 

果 A ，办，"•，氏线性无关，则 r < \ 

从推论3 得出： 

推论4 等价的线性无关的向量组所含向量的数目相等 ■ 

证明 设向量组 a lT a 2 , …，〜与向量组力，馬 ，…， A ■等价，并且它们都是 

线性无关的.由推论3得 

5 ^ r , r ^ i 

因此 s - r. I 

从推论2和推论4立即 得出： 

推论5 向量组的仟意两个极大线性无关组所含向量的数目相等 ■ 
从推论5得出 ，一 个向量组的所有极大线性无关组所含向量的数目相等, 

这个数目是相当重要的，为此我们引出 卜述概 念- 

定义3 向量组的极大线性无关组所含向量的数目称为这个向置组的 

秩， 

全由零向量组成的向量组的秩规定为零 ■ 

向量组 a |， h , …， A 的秩记作 rank | ai ， ff 2^"^ J - 
在几何空间中，设向量组 a n a 2 r a 3 共面，而 a ^ a 2 不共线，则 a n a 2 就 
是 a l 9 a 2 t a 3 的一个极大线性无关组•于是 rank | 心 ， a 2 ， a 3 | = 2. 

向量组的秩是一个非常深刻和重要的概念■例如，我们有下述 结沧： 
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命题6 向量组^线性无关的充分必要条件是它的秩等于它 
^所含向量的数目 s . 

证明 向量组 a ,， a 2, …， A 线性尤关 

^ ttl , Q 2 T -, a T 的极大线性无关组是它自身 

<=^rankl ffi ， a: ，…， aj = .i- I 

命题 6 告诉我们，如果 rankUh 〜，…， ff J = s 则向量组 q , a 2 ，…，％线 
性无关:如果 rankl cq ， cc 2 ，…， a 」 < s ，则 …，…， a 线性 相关. 向量组的秩 
是一个自然数，仅仅凭这一个自然数就可以判定这个向量组是线性无关还是 
线性相关.由此看出，向量组的秩是多么深刻的概念！ 

既然向量组的秩这么重要，我们应当研究向童组的秩的计算方法■现在我 
们先给出比较两个向置组的秩的 方法利 用这个方法有时可以从已知的向童 
组的秩求出另一个向量组的秩■本章§ 5我们还将给山计算向量组的秩的两 
种方法.以后还会陆续给出向量组的秩的计算方法. 

命题7如果向量组 （ n 可以由向量组 （ n ) 线性表出，则 

( I )的秩 <( n ) 的秩+ 

证明设 A ，..， 疼与^，…， a 分别是向量组 （ I )，（ n ) 的一个极大线性 
无关组，则 卜…，氏 可以由（ I )线性表出，又已知 （1) 可以由 （ n ) 线性表 
出，并且（ II ) 可以由线性表出-因此以，…，氏可以由 a , …，〜线性 
表出.由于 a ， A ■线性无关，因此据推论 3) ■即 

( I )的秩 <( u ) 的秩. ■ 


从命题7立即 得出： 

推论 8 等价的向量组有相同 的秩. 1 

现在我们可以给出判断 K " 中一个向量 J 3 能否由向童组〜，0^，…， A 线性 
表出的思 路:取 向量组的一个极大线性无关组\，\，…，士.考 
虑 〆 能不能由线性表出，若能够表出，则 P 也就能够由 q ， a 2 , 
…， a , 线性表出,据本章§2的命题1，需要判断 a v \， …， A J 是否线性相 
关^再据本节命题 6, 只要去判断 ㈣ kU vV …，\，⑴是否小于 r 十 ！■ 


习题 3.3 


1. 设向童组 



§4 子空间的基与维数 7 y 


求的一个极大线性无关组，以及它 的秩， 

2. 设向量组 



^ 3) 


271 


- 1 

«1 = 

-2 

, a 2 二 

-18 

- 

5 


， 0, 


0; 


、 8, 


求 的一 个极大线性无 关组， 以及它的秩. 

3, 证明:秩为； ■的向童组中任意 r 个线性无关的向童都构成它的一个极大线性无关 


组. 


4. 证明: 中任一线性无关的向童组所 含向貴 的数目不超过 

5. 证明：中，如果~4 2 ，一^,线性无关，则任一向量0可以由幻， £12 ，-_, ( ^线性表 

出. 

6. 证明： K rt 中，如果任一向 fi 都可以由 fft ，a 2 ，…， a, 线性表出，则以，… ，〜 线性 
无关. 

7. 证明：如果秩为 r 的向量组可以由它的 r 个向童线性表出,则这 r 个向量构成这向 
置组的一个极大线性无关组 . 

a. 证明 ：数域 K 匕的^个方程的《元线性方程组 

对任何 K h 都有解的充分必要条件是它的系数行列式 |A I # 0- 

9,证明：如果向量组 a ，心 与向量组以*以，…，义，戸有相同的秩，则 J0 可以由 
a Vi a 2 i 线性表出 ■ 

10】证明： rankUi r …， ■广 ■，/ M 

^ rnak| rank! ^ , ■■- \ 


§4子空间的基与维数 

在本章§1的最 后一段 ，我们指出，判断线性方程组 XI + J ^2^2 + …+ 
有没有解的问题可以归结为 :判断 是否属于 q ， a 2 , …，〜生成的子 

空间的问題.为此需要研究中子空间的结构. 

几何空间 R 3 中，取定三个不共面的向量，则空间中任一向童都 
可以由^^2^3线性表出，并且表法唯一 ■这样几何空间的结构就非常清楚 
了.我们称是几何空间的—个基 ♦ 其次考虑过原点的一个平面 I 在 
7 C 上取定两个不共线的向量则 K 上每一个向量都可以由 h ，鳥唯—地 
线性表出，这样平面 K 的结构也很 淸楚我 们称 U 2 是平面=的一个基.注意 
到三个不共面的向量是线性无关的，两个不共线的向量也是线性尤关的.我们 
容易从几何空间受到启发，把基的概念推广到及其子空间上，从而了解它 
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们的结构. 

定义1 设(7是『的一个子空间，1；中的向量组1，^，… ，+如 果满足 
下述两个 条件： 

1° a \ sa 2 ^' ff r 线性无关， 

r u 中每一个向量都可以由…，…线性表出， 

则称以，々, …， 0 V 是 U 的一个基. 

K n 中，由于 epe 2 , …， h 线性无关，并且每一个向量 a = ( a { , a 2 ,-^ a Ti y 

可以由线性表出，即 

a - -K + …+ ， 

因此 ei ，k, …， e H 是的一个基，称它为 K" 的标准基. 

K n 的任一非零子空间是否都有基？回答是#定的- 
定理1 K tr 的每一个非零子空间 U 都有一个基 ■ 

证明因为 U#0, 所以 L7 中至少有一个非零向量 q ■向量组〜是线性 
无关的.如果〈^>关 U, 那么 U 中存在〜 、于是 不能由 q 线性表 
出.据§2的推论2得，《 1+ 心线性无关.如果（〜，々> 关卩，则 U 中存在 A $ 
〈 ai ，《 2 > .同理，^，〜，^线性无关+继续这样做.从§3的推论3容易得出， K" 
中任一线性无关的向量组所含向量的数目不会超过因此上述过程不能无 
限进行下去.即当我们得到了 U 中一个线性无关的向量组以后， 
有 （a, ， A ， …，〜〉二（7,则…， a, 就是 U 的一个基， ■ 

注 :定理 1的证明过程还表明: if 子空间（/的哼零中苹，可以矿 

充成 (7 的 T 个亭 ■ 

* •定 理/ 的非零子空间 LJ 的任意两个基所含向量的数目相等. 

p 

证明设^，心，…， a 与仏，馬,…，沐是 U 的任意两个基■由基的定义， 
它们线性无关，并且可以互相线性表出（从而等价 h 因此它们所含向量的数目 

相等. 1 

定义2设 U 是 K n 的一个非零子空间， U 的一个基所含向量的数目称 

为1/的维数，记作 dinuU， 或者简记作 dim LT 

零子空间的维数规定为 0- 

由于是1^的一个基，因此 dim K rt = tk 这就是为什么我们 
把 iC 1 称为^竿向量空间的原因了 

几何空 k. 中，任意三个不共面的向量是它的一个基，因此几何空间是？準 
的空间.对于过原点的一个平面 L 它上面不共线的两个向童是 71 的一个基 ， 会 
此过原点的平面 n 是2维的子空间.对于过原点的—条直线它的一个方向 




向量是 L 的一个基，因此过原点的直线 L 是1，的子空间. 

基和维数对于决定子空间的结构都起了 重要的作用. 

命甄3 设 C / 是的一个非零子空间，^ , a 2 , …， a r 是 L T 的一个基，那 
么 U 中每一个向置 a 可以由^，以，… ，〜线 性表出，并且表出方式是唯一的1 
证明由于 q ，巧，… ，〜是 (7 的一个基，因此 U 中任一向量 a 可以由 q ， 
〜，…，〜线性表出1假如表出方式有 两种： 

a — a ^ Q ] ^ 十…+ a f^n 

/3 = ftp ! 十+…十心凡 ■ 

把上面两个式子相减得 

(a { - h])a { + (a 2 - b 1 )a 1 + + (a r - = 0. (\) 

由于…，〜线性无关，因此从 (1) 式得出 

a J ^ & J — 0 , £1 2 _ ^2 ~ 0 , ¥ ' T » Ciy ~ h r 二 t) 1 

从而 a 由 tfl ， a 2 , …，1线性表出的方式 唯一. I 

U 中向量 a 由 [/的 一个基心，^,…， a 线性表出的系数组成的有序数组 

( a lT a 2 ，”. ，〜） 称为 a 在基 a 〖， a 2 , …， a r 下的坐标. 

命理14设 U 是的 r 维子空间，则 U 中任意 r + 1 个向量都线性相关- 
证明在 U 中任取 r 十1个向量仏，/5 2 ,…， 仏 +1 ■设 q ， a 2T …，〜是 (7 的 
一个基，则^，馬，…， A + i 可以由线性表 出由于 r 十1 > r ， 因此 
卢，， 卢 2 ,…，扎 +1 线性相关(据§3的引理 lh ■ 

命题5设[7是1^的 r 维子空间，则 L ； 中任意 r 个线性无关的向量是 

U 的一个基. 

证明，…，〜是 U 中线性无关的向量组■任取 U + 据命题4得， 
〜，£^，〜，~.]3必线性相关_从而;9可以由〜，心，… ，〜 线性表出+因此 

〜，…， a r 是 U 的一个基+ ■ 

命题6设 U 和见是 K n 的两个非零子空间，如果研，则 

dim U < dim W . 

证明在 U 中取一个基 q ,4,…，在 W 中取一个基 W ， 72 ,…， 1 .因 
为识，所以…，〜可由 W ， 的，…，$线性表 出从而 〆 据矣 3 

的推论 3) ■即 dim U < dim W \ ’ 

命 ®7 设 U 和评是^^的两个非零子空间，且见，如果 

dim [/ = dim W , 


则 U = W . 

证明 （7 中取一个基 fll ， a 2 ，…，■由于因此 〜， a 2 ，…， a ， ■是见 
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中 r 个线性无关的 向量. 又由于 dim W = dim 17=厂，因此 2 1 ， 0 ： 2 ，〜， 0 ^是说 
的一个基.从而 W 中任一向量0可由 q ， a 2 ~线性表出，于是 jse U . 因 
此 U .从而 W = u , I P 

设1/ = . h , ….1〉，设⑷， A ， … ，'是向童组 q , or 2 , …，〜的…个极 
大线性无关组.由线性表出的传递性得， U 中任一向童0可由％ ， s 线 

1 2 r 

性表出.因此 h ，…，+是 U 的一个基.这证明了： 

1 2 r 

定理8 K n 中，向量组&，&,…，1 的一 t 极大线 性无关 组是由这个向 
量组生成的子空间1/ = a 彳的 一个基.从而 

， a 2 ，…， a 》 - rank ! 〜 ， “. ■ (2)1 

定理 S 告诉我们，向董组 ai ， a 2T ^的秩等于由它生成的子空间的维 

* * • ■ * * ' * * ■ * ■ 4 

数. 

* 数域 / C 上 x x ^矩阵 A 的列向量组…，、生成的子空间称为 A 的 
列 空间; A 的行向量组/ 2 ,…， h 生成的子空间称为 A 的行空间，由上述 
得, A 的列空间的维数等于列向量组的秩 ， A 的行空间的维数等于行向量组的 
秩.如何计算它们?这在下一节来专门研究. 

例1 设?"<^.在『中 T 令 

W - IO 卜 1 2 ,…，工 r ，0 , …， OVk 6 K ，/ = : L t 2, …， rl . 

说明 w 是的一个于空间，并且求 w 的一个基和维数 ■ 

解显然 oe w , 容易看出识对于加法，数董乘法都封闭，因此#是^^ 

的一个子空间. 

价屮任一向量 a = (: ，0,…， 0) 可以表成 

G =义1[1 + J ：2 e 2 + … + 工 A ， 

并旦 e t ， e 2 , …， e r 线性无关，因此是 W 的一个基，从而 

dim W - r . 


习题 3.4 

1. 找出 K 4 的两个基，并且求向 M 0 分别在这两个基下 * 的坐标 - 

2, 证明： 中的向 t 组 



0 


1 

1 


，1 

1 

71 = 

0 

•1 

f 

■ 

. 0 1 

: 

0 

* 

■ 

.0 , 

，7 j „ = 

1 

■ 

4 

- 1 」 
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是 IT 的一个基， 

3. 判断下述向董组是否为 K 3 的一个基: 



2 


1 


- 2 

(1) 

1 

1 

2 

i 

2 


X 


■ - 2, 


、 1. 


r 


0、 


2、 

⑶ 

0 


4 

1 

- 4 


丄 


. 一 1, 


。 3, 


⑵ 

2 

5 

， 

5 ! 

- 2 

? 

7 

3 


丸 


1 3, 


L 4. 


4-设 U 是 iC 的一个 r 维子空…， W 是 U 中 r 个向童■证明：如果 I ；中每一 


个向量都可以由 h ，〜 ，…线性表出，则 1^ 2 ,.. 1( ^是1/的一个基 1 

5. 设 U 是的一个非零子空间，证明： u 中任一线性无关的向量组可以扩充成 U 的 
一个基 k 


§5矩阵的秩 


为了求向量组的秩，我们来考虑矩阵.我们把矩阵的列向量组的秩称为列 
秩 ，行向量组的秩称 为行秩 .矩阵的列（行） 秩 也就是这个矩阵的列（行）空间 
的维数.如果我们能求出矩阵的列秩（或行秩），那么我们也就会求向量组的 

秩.让我们先看一个特殊情形 ■ 

设 J 是一个 4 X 5 阶梯形矩阵： 

ft) b { c, d { f〆 

0 hi c 2 d 2 e 2 { , 

J = , ⑴ 

0 0 

. o 0 0 0 0 : 


其中 a \ b 2 c ^ # 0,于是 ai ， b 2 t q 是 J 的主兀 i 

把 J 的列向量组记作 d ， 幻行向量组记作 71^2^3-74 


先求 J 的列秩1由于 

CM 

0 

0 


b \ q 

0 


a 1 6 c 3 # 0 ， 




⑵ 


因此向量组 


^1 




f ' 

f L 

0 

1 

bi 



,0 , 


■0 , 
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线性无关.从而它的延仲组(也线性无关.于是 rankU ^ o^aj = 3. 
设 

W = I (x u x 2 f^^,0y b- t £ K J = 1 f 2,3 i , 

据 § 4 的例 1 知 ,dim W 二 3. 显然 a i ,a 2 t a 3 ,a A ,a b £ W ， 因此有 

(a! Q {ffl l ff 2t ^3 ， a 4 ,cr5) £ W (3) 


从而有 

3 = dim { a | ， 〜 ， < dim { 《 dim W - 3. 

由此得出 j ，，々， a 4 ， = 3 .即 J 的列秩为 3 ，并且 q ， o ：2 ， A 是 〈 a ! ， 
a 2 ，以，的一个基，于是 ffi ， ff : 是 q ， d 2 ， a 4 ， A 的一个极大线性 

无关组- 

再求 J 的行秩.从 (2) 式又可得出，向量组 

( a 1 ,6 i ， c 1 ),(0 t 6 27 c 2 ),(0,0, r 3 ) 

线性无关，从而它的延伸组 71 , 72 , 73 也线性无关■由于74 = 0,因此/ 1 ,/2, 
h 是 h 的一个极大线性无关组.从而/的行秩为1 

从 (2) 式看到， J 有一个3阶子式不等于零.由于 J 只有3个非零行，因此 
J 的任意4阶子式都等于零.从而 J 的不等于零的子式的最髙阶数为1 

以上表明， 4 x 5 阶梯形矩阵 J 的列秩等于行秩，而且等于 J 的不为零的子 
式的最高阶数 + 它们都等于/的非零行数目 3. J 的主元所在的列 
A f A 正好是 J 的列向量组的一个极大线性无关组』 

与上述一样的方法可以证明对于任意阶梯形矩阵 J 都有这些结论■即 
定理1阶梯形矩阵 J 的行秩与列秩相等，它们都等于*/的非零行数吕； 
并且 J 的主元所在的列构成列向量组的一个极大线性无关组+ 

-般的矩阵，其行秩与列秩是否相等?它的列向量的一个极大线性无关组 
如何求？由于任何一个矩阵都可以通过一系列初等行变换化成阶梯锻矩阵，因 
此解决此问题的思路自然是去研究矩阵的初等行变换会不会改变矩阵的行 

秩?会不会改变矩阵的列秩？ 

定理 2 矩阵的初等行变换不改变矩阵的行秩- 

证明 设矩阵 A 的行向量组是…，7「设 A 经过广型初等行变换 

©+©，是变成矩阵 B ， 则 B 的行向量组是7! A ，…，左八+ …显然, 
7卜…，八，-..丸+ L ' h 可以由…，入线性 表出. 由于乃=1 ■ 

U 广+ 6) ~ 方 因此6，7 2 ，-“，八也可以由 y "."， i ，”-， 走广+八，…，7;线 
性表出1于是它们等价.而等价的向量组有相同的秩，因此 A 的行秩等于 B 的 
行秩. 
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容易证明 2 s 型和型初等行变换使所得矩阵的行向量组与原矩阵的行 
向量组等价，从而不改变矩阵的行秩+ I 

定理 3 矩阵的初等行变换不改变矩阵的列向量组的线性相关性，从而 
不改变矩阵的列秩.即 

(1) 设矩阵 C 经过初等行变换变成矩阵 D ， 则 C 的列向量组线性相关当 
且仅当 D 的列向量组线性 相关； 

(2) 设矩阵 A 经过初等行变换变成矩阵山并且设 B 的第 h .…,人列构成 
B 的列向量组的一个极大线性无关组，则 A 的第久 ，… ，人列构成 A 的列向量 
组的一个极大线性无 关组; 从而 Z 的列秩等于 B 的列秩+ 

证明 U ) 设 C 的列向 ft 组是7卜於，...，％;0的列向量组是仏，^,〜， 
I ,则齐次线性方程组 

工+…十 = 0 

的系数矩阵为 C ; 齐次线性方程组十十…+ 1 = 0的系数矩阵力 
由于 C 经过初等行变换变成 D ， 因此上述两个方程组同解■从而 

U 2 , ^线性相关 、 

+巧和+…+ A 1 ?" 二0有非零解 
+ +…十工，也 = 0有非零解 

㈣ ，…， d n 线性相关. 

(2) 当 A 经过一系列初等行变换变成 B 时 M 的第 h ， … ，入列组成的矩 
阵八 1 变成了 S 的 ji , …，人.列组成的矩阵召[■由已知条件，均的列向量组线性 
无关,于是据 (1) 的结论得， A , 的列向量组也线性无关*在 A 的其余列中任取 
一列，譬如说第/列•在上述初等行变换下， A 的第）!，…， JVJ 列组成的矩阵 
A 2 变成了 S 的第 jw …，人，/列组成的 矩阵仏 .由已知条件得， B 2 的列向量组 

线性相关,于是据 (1) 的结论得,的列向量组也线性相 关因此 A 的第 ji ， 
…，人列构成 A 的列向量组的一个极大线性无关组■从而 A 的列秩 = ^ = B 

的列秩. 1 

定理 4 任一矩阵的行秩等于它的列秩. 

证明 任取矩阵把它经过初等行变换化成阶梯形 矩阵夂 据定理 2 、 
定理1和定理3 得出： 

A 的行秩= J 的行秩= J 的列秩= A 的列秩> * 

定义1矩阵 A 的行秩与列秩统称为 A 的秩，记作 rank ( A ), 

从定义1和定理3、定理1立即 得出： 

推论5设矩阵 A 经过初等行变换化成阶梯形矩阵八则4的秩等于 J 的 
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非零行的数目.设 J 的主元所在的列是第^ ，人 列，则 A 的第列构 
成 A 的列向量组的一个极大线性无关组， I 

推论5给出了同时求出矩阵 A 的秩和它的列向量组的一个极大线性无关 
组的方法.这个方法也可以用来求向量组的秩和它的一个极大线性无关组，只 
要把每个向量写成列向量，并且组成一个矩阵.这个方法也可以用来求向量组 
生成的子空间的维数和-■个基. 

例1设向董组 


-r 


4, 


2' 


0, 

5 


1 


0 


3 

3 

^2 ^ 

_ 2 


- 1 

*0f4 二 

4 

- 2 


- 9J 


.4 」 


， — 5^ 


求这个向童组的秩和它的一个极大线性无关组- 

解作初等行变换，把下述矩阵化成阶梯形矩阵: 


』1 

4 

2 

0 


、1 

4 

2 

(T 

5 

1 

0 

3 


0 

1 

0 

- 5 

3 

- 2 

- 1 

4 

- 1 ► 

0 

0 

5 

54 

一 2 

9 

4 

-5^ 


、 0 

0 

0 

0, 


于是 rank | a ] ，以 ， a 3 ， ~ 3,0 f | ' ff 3 是向量组的 一 个极大线 

性无关组 . 

推论6 rank(A ) = rank ( A ). 

证明由于,的行(列）向量组是 A 的列（行）向量组，因此 rank ( A y ) 二 
K 的行秩二 A 的列秩= rankCA ), I 

推论7 矩阵的初等列变换不改变矩阵的秩 - 

证明设矩阵 A 经过初等列变换变成矩阵由于一个矩阵的第 J 列是 
它的转置矩阵的第 j 行，因此经过相应的初等行变换变成 〆 ■于是据定理2 
和推论6得 

rank ( A ) - rankW ) 二 rank ( B ') = rank { B }. I 

既然矩阵的初等行变换与初等列变换都不改变矩阵的秩，因此如果只需 
要求矩阵 A 的秩，而不需要求 A 的列向量组的极大线性无关组时,可以对 A 
既作初等行变换，又作初等列变换，化成阶梯形矩阵 ■ 

定理8任一非零矩阵的秩等于它的不为零的子式的最高阶数. 

证明设 s X K 矩阵 A 的秩为 r ， 则 A 的行向量组中有 r 个向量线性无 
关.设 A 的第^，…， i , 行线性无关，它们组成一个矩阵称 AiS A 的子矩 
阵）.由于 A 』 的行向量组线性无关.因此的行秩为 r ■从而 Ai 的列秩也为 
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r . 于是义 1 有「列线性无关，设 Ai 的第&…列线性无关，它们组成八 1 的 
一个子矩阵.由于 r 级方阵 A 2 的列向量组线性无关，因此 jA 2 j 关 0. 即 A 
有一个 r 阶子式 | A 2 I 关 0， 

设> r »并且 wi < mini s^n \ . 任取 A 的一个 m 阶子式 

k 2i +, s k 7 \ 

Vi，G … U 

设 A 的列向量组的一个极大线性无关组力七，七 ，■“ -〜 JljA 的第 A，/ 2 ，…， 
l m 列可以由 \ a ，…， \ 线性表出 i 由于川 > r ， 因此 A 的第…乂 JJ 

J I J 2 J r 

线性相关(据 §3 的引理由于 

/ A , k 2 , \ 

A \ I ^ k /J 

的列向量组是 4 的第列的缩短组，从而也线性相关，于是 

乂 mh 

综上述得， A 的不等于零的子式的最高阶数为 r . I 

定理4和定理 S 告诉我们， ft 了 ff 甲呼 A 哼号学早 f〒 A 
的不为零的子式的最高阶数，由 it #* 出’，螽‘的琺 i 二个 it ‘刻的 概念对 
丰蠱“ k i ： k-ix nmA 来说的行秩等于行空间的维数, A 的列秩等 
于列空间的维数•秩的概念说明， A 的行空间的维数等于 A 的列空间的维数 + 
注意 A 的行空间是的一个子空间，而 A 的列空间是 P 的一个子空间，它们 
的维数竟然一样!而且还等于4的不为零的子式的最髙阶数，真是奇妙！ 

推论 9 一个 n 级矩阵 A 的秩等于”当且仅当 | A | 尹 0. 

证明 n 级矩阵 A 的秩等子《 

的不等于零的子式的最高阶数为 w 

㈡ 丨 A 丨 ^ 0. I 

一个方阵的秩如杲等于它的级数 t 则称 它为满秩矩阵 I 从推论9立即得 

出，方阵 A 为满秩矩阵当且仅当 IA | 关 0- 

定理8还给出了求矩阵的秩的另一种方法，即去求不等于零的子式的最 
高阶数.利用最高阶的不等于零的子式，还4以求出矩 阵的列 （行〉 向 量组的 
一个极大线性无关组+即 

推论10 设… 矩阵 A 的秩为 r , 则 A 的不等于零的 r 阶子式所在的 
列(行）构成 A 的列(行）向量组的一个极大线性无关组- 
证明设 A 的秩为 r , 且 
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^0. 


Jl … 


于是这个 r 阶子式的列向量组线性无关，从而它的延伸组，即 A 的第允^ 2 , 
……列线性无关.由于 A 的列秩为/■，因此 A 的第） uw ,. 列构成 A 的列 
向量组的一个极大线性无关组. 

类似地可证明关于 A 的行向量的极大线性无关组的结论. 


例2 设 sx 矩阵 A 为 


u a 1 


2U-1) 




其中 s <〜旦当0 < r < 时,^浐1.求 A 的秩和它的列向量组的一个极 
大线性无关组. 

解 4的前 s 列组成的 s 阶子式为范德蒙行列式： 


1 a 


2U-1) 


U a 5 … 

由子当0 < r < « 时，^ 祥〗，因此两两不同 + 从而 D 关 0 ■于是 

rank( A ) > s . 

又由于 A 的行数为 s, 因此 rank(A) ^ s ■从而 

rank(A) = s. 

据推论10^阶子式 D 所在的列，即 A 的前 s 列构成 A 的列向量组的一个极大 
线性无关组1 

像例2这样，先求出矩阵 A 的一个 s 阶子式不等于0,从而 rank(A)>：f; 
然后利用 A 的秩不超过它的行(列）数.得出 ^k( A) 这样一夹逼就求出 
了 rank(A) = s. 这种求矩阵的秩的方法是常用的， 


题 3.5 


1. 计苒下列矩阵的秩，并且求出它的列向置组的一个极大线性无关组: 




3-2 0 M f 3 61 

( 1 ) _1 ' 3 2 ° ; ( 2 ) 1 4_1 

2 0 - 4 5 - 1 - 10 5-7 

4 1 -2 1 J 1 4 -2 8 0 

2. 求下列向量组的秩以及它的一个扱大线性无 关组： 

f - n r 4 i r 2 ) f 


(0 - 


( 2 ) ^ 


1 : 
4, 

n 


t 9i 

-L 、 

- 1 

- 4; 
f 31 


-3) 


I 

3」 


⑶ a 


A =" 


2 8 0 6 

、 3] l 9 ； L 3 J (3 

3. 求下述矩阵 A 的列空间的 ■■个 基和 W 空间的 维数： 

1 3-2 7 

0 ■ 1 - 3 4 

A = , 

5 2 0 1 

1 4 I - 11 

4. 对十 A 的不同的值，下述矩阵的秩分别是多少？ 


2 - i A 5 . 

、l 10 - 6 K 

5. 证明 ：矩阵 的任意一个子矩阵的秩不会超过这个矩阵的秩， 

6. 求下述复数域 t ： 矩阵 A 的秩以及它的列向童组的-个极大线性无关组 


A - 



jZ m 


j4 m 

j W +1 


j_?( m + l) 

( m + ]} 

yn j 2 

j_2( m 丁 2) 

斤 +2) 

■ 

m t 2) 

1 

m + J) 


|4f m + 3) 


其中是正整数， 

7,求下述复数域上矩阵 A 的秩以及它的列向 t 组的一个极大线性无关组，其中 
一 1^ ，川是正整数. 


TXJ 

<Xf 

O.^ 


山 3m 

•1 m 

w 

wH ] 

0} 


1) 

， M+i} 

4( JJE 


wr f 2 

<£} 


2) 

J 

4( m 

U> 

+ 2) 
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8. 证明 ：如果 m x n 矩阵 A 的秩为则它的任何 s 行组成的子矩 阵4 1 的秩不小于 r 

m . 

证 明：如 果一个 n 级矩阵至少有 n z ^ M 个元索为0,则这个矩阵不是满秩矩 
阵. 

M 0. 如果一个 n 级矩阵至少有 n 2 1 + 1个元素为0,那么这个矩阵的秩最多是多 
少?你能写出具有最大秩的矩阵吗？ 

设 A = U y ) 为实数域上的 n 级矩阵，证 明： 

(1) 如果 kl > X k ; | d = 1，2, ■、” ，则 |Al f (h 
⑵如果％ > 2 k I = 1 , 2 ,- r n , M \ A \ >0. 

；+r 

§ 6 线性方程组有解的充分必要条件 

现在我们可以来回答直接用线性方程组的系数和常数项判断方程组有没 
有解，有多少解的问题 - 

定理 1 (线性方程组有解判别定理）线性方程组 

了肉+ + … + ^ ⑴ 

有解的充分必要条件 是:它 的系数矩阵与增广矩阵有相同的秩 ■ 

证明 线性方程组上 1立1 +工 2 0；2十…+ 有解 

^ ( a i , a z ,*' p ^J 

…= dim(a l ,a 2 r mt ya fT ) 

㈡ 它的增广矩阵的秩等于系数矩阵 的秩- 

在 “*” 这一步的充分性利用了本章§4的命题 7. I 

从定理1看出，判断线性方程组有没有解.只要去比较它的系数矩阵与增 
广矩阵的秩是否相等，这比第一章给出的判别方法要优越得多■首先，求矩阵 
的秩有多种方法，不一定要化成阶梯形矩阵■其次，有时不用求出系数矩阵的 
秩和增广矩阵的秩，也能比较它们的秩是否相 等由于 系数矩阵 A 是增广矩 
阵 A 的子矩阵，因此 rank ( A ) ^ rank ( A ). 如果还能证明 rank ( A ) ^ 
rank ( A )， 那么就得出 rank ( A ) = rank ( A ). 

例 1 判断下述复数域上的线性方程组有没有解？ 
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X] + w m X2 + + = b\-t 

< x { + / +、+ ⑴ 2 Un} 上 3 + w Mm + 1 ).r 4 = b 2 , 

A + + 出 2Ul2 )d + 出心 +2) 工 4 = 6 3 , 


⑵ 


其中 w 二 ~ l ^\ m 是正整数 ■ 

解线性方程组 (2) 的增广矩阵 A 的前3列组成的3阶子式为范德蒙行 
列式： 

1 a/" uy lm 

1 a /" + 1 ■ 


由于 oj = 二^因此两两不同-从而此行列式不等于 0. 

因此， rank ( A ) >3,又 A 只有3行，因此 rank ( A X 3+从而 rank ( A ) = 
3. 

上述行列式也是方程组 (3) 的系数矩阵 A 的一个3阶子式，因此 rank ( A ) 
> 3.从而 rank ( A ) * 3 = raiik ( A ) ■于是线性方程组 (3) 有解> 

线性方程组 (1) 有解时，能不能用系数矩阵的秩去判别它有唯一解，还是 

有无穷多个解？ 

定理 2线性方程组 (1) 有解时，如果它的系数矩阵 A 的秩等于未知量 
的数目《，则方程组 (1) 有唯一解:如果 A 的秩小于"，则方程组 (1) 有无穷多 

个解 T 

证明把线性方程组 (1) 的增广矩阵 A 经过初等行变换化成阶梯形矩 
阵广此时系数矩阵 A 化成了阶梯形矩阵/，它比}少最后一列■由于方程组 
(1) 有解，因此阶梯形方程组不会出现“0二以其中 d 关 0)” 这种方程从而 { 
与] 的非零行数目一样+而 J 的非零行数目等于 A 的秩,于是当 A 的秩（即 J 
的非零行数目）等于未知量数目《时，方程组 (1) 有唯一解；当 A 的秩小于 w 

时，方程组 (1) 有无穷多 个解. 1 

把定理2应用到齐次线性方程组上，便得出： 

推论3 齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是:它的系数矩阵的 

秩小于未知暈的数目. 1 

例 2在例1中给出的线性方程组 (2) 有多少解？ 

解 例 1 中已指出方程组 (2) 有解+由于方程组 (2) 的系数矩阵 A 的秩是 
3,它小于未知量数目4,因沘方程组 (2) 有无穷多个解， 

例 3 判断下述齐次线性方程组有没有非零解？ 
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jc ] H - 了 2 + 工；二 0 辛 

十 bx 2 十 cj:^ ~ 0 , 

< 

a 2 ^i + b 2 x 2 ^ c 2 x^ = 

+ h 2 ^ r 2 + c 3 = 0 f 


(3) 


其中 a，b，c 两两不同. 

解齐次线性方程组 (3) 的系数矩阵 A 的前3行组成的3阶子式是范德 
蒙行 列式： 

1 1 1 

a b c . 
a 1 b 1 c 2 

由丁 两两不同，因此这个行列式不等于零.从而 nrnk ( A ) >3■又由干 

A 只有3列 + 因此 rank ( A )<3 .由此得出， mnk ( A ) 二3,它等于未知量的数 
因此齐次线性方程组 (3) 只有零解- 


习题 3.6 


L 判断卜述复数域上的线性方程组有没有解?有多少解？ 

a 十 + i 2m rj v 

, Tl f i mll x 2 十 = b 2 . 

'X, + + i 2(m + 〜 3 + 。一 〜 4 ^ b 3 . 


其中 i _ ^~Um 是正整数， 

2. 判断下述线性方程组有没有解 ? 有多少解？ 

f t, +■ a-ii + a z .r^ + " + +〆 、、『 = h ， 


々 +^ r 2 3" 二 1 


[jCy + a s x 2 十 (^' 工 3 + … + a 心 - 卜， 

其中 s < ”，且当 0 < r < S 时 i 卢 1. 

3. 判断下述线性方程组有没有解？ 


J-1 

+ A 

f -Tj 

- 1 ， 

ax[ 

+ bj：2 

f CTj 

-d. 

a 2 .r\ 

+ h l x z + 


^ d 2 , 

V J ] 

+ 卜 


=, 
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其中 a ， b ， c 两两不同. 
4 i 已知线性方程组 


an，ri + ^12^2 + , + - + 一 b L ， 

«2iJ：i ■+ fi a2 ^： + ■■■ f - h 2 、 

4 4 i n ^ P ■ ■ «■ * ■ 

,U 】 + = 


的系数矩阵 A 的秩等 T 下述矩阵 B 的秩： 

「 a H a \2 


^71 a 22 

B -: 


b , 

b ? 


证明上述线性方程组有解。 


^1 〜 『2 … a 叫 h 

b ： b 2 … K 0 > 


§ 7齐次线性方程组的解集的结构 

数域尺上《元齐次线性方程组 

X \< t ^ + 工 2 〜十…+ = 0 (1) 

的一个解是数域 K 上一个《元有序数组，从而它是 K rt 中一个向量，称它为方 
程组 (1) 的一个解向量.因此齐次线性方程组 (1) 的解集片是的一个非空 
子集 .当 方程组 (1) 有非零解时，它就有无穷多个解，这无穷多个解之间有什 
么关系呢？即方程组 (1) 的解集见的结构如何?这就是本节要讨论的问题 ■ 
让我们从几何空间中受到 启发. 实数域 i ? 上一个3元齐次线性方程表示 
过原点的一个平面，因此3元齐次线性方程组的解集说或者是过原点的一条 
直线，或者是过原点的一个平面，或者是原点 （即零 向置).如果见是过原点的 
—条直线/，则 W 中每个向量可以由 i 的一个方向向量线性表出.如杲 见是过 
原点的一个平面 n ，则说中每个向量可以由平面 7 T 上两个不共线的向量线性 
表出*这表明解集讲中无穷多个向量可以用讲中一个或两个向量线性表出 * 
一般地，当数域 K 上》元齐次线性方程组有非零解时，它的解集 说中无 
穷多个向量能不能用说中有限多个向置线性表出？这首先需要研究齐次线性 
方程组的解的性质. 

性质1 齐次线性方程组 (0 的任意两个解的和还是方程组 (1) 的解即 
如果 yje 识 ，则 / + ^ e w - 
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证明任取齐次线性方程组 （1) 的两 个解： 

y 二 =⑷為，…， c / j '， 

则 

+广仰+…+〜〜 = ()， 

d] ai + + …+ d n a n — 0. 

将上面两个式子相加得 

Ui + £^)4 + (c 2 + t/ 2 )a 2 + …+ + Oh = 0- 

这表明 

7 十 3 = (O 十 A ,r 2 十 …， q + d^Y 

是齐次线性方程组 (1) 的一个解. ■ 

性质2 齐次线性方程组 （1) 的任意一个解的倍数还是方程组 （1) 的一 

个解.即如果 7 e e k , 则以 g w . 

证明设 y e wm 

+ ['抑 + … + c n a n = 0. 

从而 Uc 彳） a 〗+ Ui ：2) ff 2 + … + = (K 

因此 ky ^ W . I 

性质 1、2 表明 ，《 元齐次线性方程组 (1) 的解集 W 是 K " 的一个子空间.我 
们称它为齐次线性方程组 (1) 的解空间.如果方程组 (1) 只有零解，则 W 是零 
子空间.如果方程组 （1) 有非零解，则呢是非零子空间，从而 W 有基.我们把 
解空间 W 的一个基称为齐次线性方稈组 (1) 的一个基础解系.即 

定义1齐次线性方程组 (1) 有非零解时，如果它的有限多个解 Hz ， 
…满足： 

l g y }\ ， w ， …， I 线性无关； 

2 a 方程组 (1) 的每一个解都可以由 7 i , 妁，…， 屮线性 表出， 

则称^2,…，％是齐次线性方程组 (1) 的一个基础解系- 

如果我们找到了齐次线性方程组 (1) 的一个基础解系 ？1 ，仍， … ，免，那么 
方程组 (1) 的解集 W 为 

W = + 是 2 "2 + …+ G 尺 ，/ = 1 ， 2,…， r | , 

解集 W 的代表元素 

klTJi + + …+ k t 7j t , (k\ 9 k 2 y a ^ ,k t 6 K) 

称为齐次线性方程组 (1) 的通解+ 

如 M 找出齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系?解空间呢的维数是多少? 
下面的定理1及其证明过程回答了这两个问题. 
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定理1 数域 K 上《元齐次线性方程组的解空间 W 的维数为 

dim W — T 7 - rank ( A ) , (2) 

其中 A 是方程组的系数矩阵.从而当齐次线性方程组 (1) 有非零解时，它的每 
一个基础解系所含解向量的数目都等于« ~ rank ( A ), 

证明如果《元齐次线性方程组 (1 ) 只有零解，则它的系数矩阵 A 的秩 
等于 / k 于是《 - rank ( A ) = 0,此时解空间 W = U , 从时 dim W = 0,因此 (2) 

式成立. 

下面设《元齐次线性方程组 （1) 有非零解，此时 rank ( A ) < « . 设 
T^nk(A) = r. 我们来具体找出一个基础解系，就可知道 dim W 等于多少 + 
把系数矩阵 A 经过初等行变换化成简化行阶梯形矩阵厂由于 rank ( A ) 
二 r ， 因此 J 有 r 个非零行,从而有 r 个主元 . 不妨设它们分别在第1,2 ,…， r 


列.即 


1 0 0 


00 

0 0厶2，+ 1 


0 0 0 
0 0 0 


0 1 b ' 
0 0 


U 0 0…0 0 

于是齐次线性方程组 (1) 的一般解力 

^ 1 二 - 厶 1 , r * i x r+l 

二 — b2 y r + ] x r^ 1 




⑶ 




其中4 +1 ,"+， A 是自由未知童 ■ 

让自由未知景分别取下述《 


组数 


⑷ 


则得到方程组(〗）的《 - r 个解为 
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7 】二 


- 办 1, 


-b Ur+1 ^ 



- b 2,ri\ 

: 


- ^2 F r+2 

■ 

琴 


一 hn ' 

d 

n 

. 

- frr.r+l 

1 

^2 = 

- l>r.ri2 

0 

，…， = 

n 

- b rn 

0 

0 

■ 


1 

■ 


0 

* 

4 

4 

. 0 


■ 

0 


* 

.1 , 


(5) 


因为 (4) 式中的 "- /■ 个向量线性无关，所以它们的延伸组 71 , 公,…〃也 


线性无关 . 

任取齐次线性方程组 (1) 的一个解 7: 

V 

1 二 . ， 

■ 

于是 7 满足方程组 （ U 的一般解公式 (3 ), 即 

q = - 办 - "一 办 * 

(2 = - ^2 t r \ I — 1¥ " " ^2 tj c h ^ 

■i 

■ 4 ■ ■ ■ * * 1 T * 

C,- = — fc r . r qC r+ i — … 一 b rfl c n . 

从而解向量 1 可以写成下述形式： 


〆 •* 

Cl 

* 


一 ^1, r + 1 C r + 1 一 … — 办 JnQ 

: : 

i 

瞀 


< * 

" 厶 _ ^rrt C Ti 

c 「+1 

«• 


lc rtl + …+ Or, 

: : 

M 

r 

k ^ n j 


« 琴 

0c Ml + …十 n n j 
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- A l t Ml 

» 


_ f )u 

4 

» 

1 

■ 

fV.i + …+ 

■ 

‘ Kn 

0 

. 

琴 

， 0 J 


4 

- ^ ^ 


因此方程组 (1) 的每一个解V可以由M 2,线性表出.从而 
…， 7 _是方程组 （1) 的一个基础解系.它包含的解向量的数目为《 - 
rank(A), 尚此 dim W = n - rank(A). I 

定理 1 的证明过程给出了求齐次线性方程组 (1) 的基础解系的方法 * 即 
第一步.把齐次线性方程组(〗）的系数矩阵 A 经过初等行变换化成简化 
行阶梯形矩阵 

第二步，从 J 直接写出方程组 (1) 的一般解 公式； 

第三步+在一般解公式中，每一次让一个自由未知量取值1，其余自由未 
知量取值0,求出方程组 (1) 的一个解向暈.这样得到的 w-r 个解向童就构成 
方程组 (1) 的一个基础解系，其中 r = rankCA). 

在定理1的证明过程中，我们让自由未知量 ，〜 分别取 (4) 式中 
的 H - r 组数.我们也可以让它们取下述 h ，组数： 

0 

0 

+ 

V 
» 

0 
.0 

其中 山心… .显然 (7) 式中的》- r 个向暈线性无关■把它们代人一 
般解公式中，所得到的《 _ r 个解向量,是它们的延伸组，从而 
，…， hi 也线性无关+类似地可诬明方程组 （！） 的每一个解7可以由 

7\山，… h 线性表出，因此 7i,y2,‘‘.，?V, 也是方程组 （1) 的一个基础解 
系. 

例1求下述数域 K 上齐次线性方程组的一个基础解系 ，并 且写出它的 
解集. 
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■ t x - + 5 x ^ - 2^4^ 

- 2 x [ + - 3 j ：3 + 工 4 二 0 , 

'Ti - 7 j 2 十 9 i 3 — 4： r 4 = (K 


⑻ 


解 


1 - 3 

5 -r 


1 

^ 3 

5 

- 2 、 

- 2 1 

- 3 1 

- ♦ 

0 

- 5 

7 

- 3 

，1 -7 

9 - 4 」 


,0 

- 10 

14 

- 6 , 


1-35-2 
0-57-3 
0 0 0 0 


卜 f 
0 0 


0 


于是方程组 (8) 的一般解为 


x 


J'J ■*" T x 4 ， 




(9) 


^2 = _ y ^4» 

其中 &，： r 4 是自由未知量,因此方程组 (8) 的一个基础解系为 



- 4 1 


r 


7 


- 3 

7* = 

5 

, rj2 ^ 

0 


^ 0, 


、 5j 


从而方程组 (8) 的解集 W 为 

W - Ul + ^2^2 Ul ^2 ^ ^ I - 


习题 3.7 


i . 求下列数域 k 上齐次线性方程组的一个基础解系，并且写出它的解集 


⑴4 


■^L 

- 3j ：2 

+ 工 3 

- 2x^ - 

0, 

- 5xi 

+ h 

- 2^3 + 3j ：4 - 

0, 

- J 1 ! - 

- 11 

+ 2j- 3 

- 5j 、 二 

0* 

、 3j： t 

+ 5xi 


+ J-4 ~= 

0; 



3 乃 

- 了 1 

+ 2 

+ r 4 ■■ 

= 0, 



+ 3 工 2 

一 A 

+ = 

= 0, 


2,T) 


+ 乃 

-^4 = 0, 


3.JT] 

+ lOh 

+ 工 3 

+ 4^4 = 0, 


2.q 

+ 15.r 2 

- 

+ 4^4 = 

= 0^ 


2a 

- 5,r 2 

+ 乃 

-. 3^4 

= 0 T 


3,r ； 

+ 4j ：2 

- 2 勾 

+ 

- 0, 



+ 2jc 2 

一 工 3 

+ 3 工 4 

- 0, 


2^i 

+ 15 J ： 2 

— 6j ：3 

+ 13j ；4 

= 0 ； 


A 

— 

+ A 

- 2^4 

- = 0* 

3.1：! 

+ 

- 3^3 

+ 6xi 

+ 3^5 - 

- 0, 


一 6j ：2 

+ 2 r 3 

- 4.r 4 

- 2^5 = 0, 

Sj'i 

- 15x 2 

+ 5^3 

一 lOxi 

^ 5t 5 = 

= 0. 


2. 证明：设 71 ，仍 ，…是齐次线性方程组 （1) 的一个基础解系，则与 等 
价的线性无关的向量组也是方程组 （1) 的基础解系. 

3. 证明:设 n 元齐次线性方程组 (1) 的系数矩阵的秩为 r(r < n )， 则方程组 （1) 的任 
意 n - r 个线性无关的解向董都是它的一个基础解系. 

4. 证明：设^元齐次线性方程组 (1) 的系数矩阵的秩为< n ), 设心，…，匕是 
方程组 (1) 的解向童、则 rankl 心 * …，丨< n - 

5』 设 n 个方程的^元齐次线性方程组的系数矩阵 A 的行列式等于零,并且 A 的 U ，/) 
元的代数佘子式证明： 


是这个齐次线性方程组的一个基础解系. 

6.设 n - 1个方程的 n 元齐次线性方程组的系数矩阵为把 B 划去第 j 列得到的 d 
-1 阶子式记作令 

- D 2 


证明 ：（ i ) 是齐次线性方程组的一 个解； 

⑵如果关0,則1是方程组的一个基础解系- 

7 . 设士是^乂^矩阵 A = ( flu ) 的前 5- 1行组成的子矩阵 .证明：如 果以山为系数 
矩阵的齐次线性方程组的解都是方稈… + flj 7 r x rt ^ omjiiA 的第 5 行 
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可以由 A 的前 s - 1行线性表出 I 


§8非齐次线性方程组的解集的结构 

数域&上《元非齐次线性方程组 

r { a\ + 1 价 + …+ ^ 1 t a n = ^ ⑴ 

的一个解是 F 中一个向量,称它为方程组 (1) 的一个解向量■因此〃元非齐 
次线性方程组 （1) 的解集 U 是的一个子集(可能是空集，如果方程组 (1) 无 
解的话）.当方程组 （1) 有无穷多个解时，解集 U 的结构如何?这就是本节要讨 

论的问题. 



SI 3 5 


让我们仍从几何空间中受到启发 3 元非齐次线性方程 b ” cz = d 
的解集是不过原点的一个平面 7 T ， 而相应的齐次线性方程 or 十如+ a = 0的 
解集是过原点的—个平面如图 3 -5 所示1可以由响沿着向量 h 平移得 
到.其中 a 6 jt . 于是 it 上每一个向量 y 可以表示成 

r = ro+ 

其中打 G 叫■反之，对于％上任一向量巧，都有 y Q + ” e &因此 

n = 1 + »| I »» £ I ■ 

从上述几何空间中的例子受到启发，我们猜想：”元非齐次线性方程组 
(1 ) 的解集 U 与相应的齐次线性方程组+ Ah 十…+ = 0的解集 




W 有如下关:系: 
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U 二 l 7 o + Wl , 

其中 7 n 是非齐次线性方程组 (1) 的一个解. 

我们把〃元齐次线性方程组 

称为非齐次线性方程组 (1) 的导出组. 

性质1 «元非齐次线性方程组 (1) 的两个解的差是它的导出組 (2) 的一 

个解. 

证明设 

y = ( c U C 2^- yC„Y t d = ( d '、 d 2, … O ' 

是方程组 (1) 的两个解，则 

+ t ' 2 or 2 + …十 c n a n ^ ji t 

d { ai + 心 or 2 + …+ d v a ^ = ( i - 
把上面两个式子相减得 

(q - d { )ai + (i：2 ~ 心 )。 2 + …+ (q - d rt )a„ = 0, ⑶ 

(3) 式表明： 

y - S = (c y - di ， c 2 - d: ，…， q - d n Y 
是导出组 (2) 的一个解. 

性质2 «元非齐次线性方程组 (1) 的一个解与它的导出组 (2) 的一个解 

之和仍是非齐次线性方程组 (1) 的一个解. 

证明设7是方程组 （1) 的一个解，设7 = Ui ，~，…， 6)' 是导出组 (2) 

的一个解，则 

c'ltri + c 2 a 2 ^ ■" + c n a n - ^ 

fjOfi + 6 2 众2 + …十 e » a n = 0. 

把上面两个式子相加得 

(c { + )ai + (<：2 + + …+ (G 十 == A (4) 

(4) 式表明 7 + 7 是非齐次线性方稈组 （ 1 ) 的—个解. ■ 

定理1如杲数域 K 上《元非齐次线性方程组 (1) 有解，则它的解集 U 


为 

V = \ y ^ 7 }\ 7 }^ WS , (5) 

其中心是非齐次线性方程组 (1) 的一个解(称 7() 是特解）， W 是方程组 (1) 的 
导出组 (2) 的解空间. 

证明任取识，由性质2知，/0 + L ；， 因此 (5) 式右边的集合包 
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含于 L 7. 反之 t 任取 U ， 据性质1得，7 - € w . id y - 7 o - 则/ = 

y 0 + 1因此 u 包含于 (5) 式右边的集合.从而 (5) 式成立. ■ 

我们把集合识丨记作 7 Q + 见* 

一般地，如果 W 是的一个子空间，^ € K ' 令 

a 0 + ^ = U 0 + 7/1^ £ 祀丨， (6) 

则称 ^o + W 是一个 W 型的线性流形(或 W 的一个陪集） - 

由定理 I 知， n 元非齐次线性方程组 (1) 有解时，它的解集 U 是一个 W 型 
的线性流形，其中 W 是它的导出组 (2) 的解空间， 

推论2如果《元非齐次线性方程组 (1) 有解，则它的解唯一的充分必要 
条件是它的导出组 (2 ) 只有零解 + 

证明设非齐次线性方程组 （1 ) 有解，则它的解集 U 等于说，其中 
7 0 是方程组 (1) 的一个特解， W 是它的导出组 (2) 的解空间，于是 

方程组 （1 ) 的解唯一 + W = ly 0 ! 

^>W = |0 |. I 

于是当 《 元非齐次线性方程组 (〗） 有无穷多个解时，它的导出组 (2) 必有 
非零解.此时取导出组 (2 ) 的一个基础解系其屮 r 是导出组 
(2 ) 的系数矩阵 A 的秩 ( A 也是方程组 （1) 的系数矩阵），则非齐次线性方程组 
(1 ) 的解集 U 为 

U = {7 0 + k • + k 2 取 + … + k n - r r} n - r \k t ^ K t i = 1,2,… 

其中 / o 是非齐次线性方程组 ( D 的一个特解。 

解集 (7 的代表元素 

y n + ki 7}] + + … + ' ( 左1 ， 土 2， …€ K ) 

称为非齐次线性方程组 (1 ) 的通解 . 

例1 求下述数域 K 上非齐次线性方程组的解集* 

xi - 3 x ： + 5： r 3 - 2 x 4 = 4, 

^ - 2^i + x 2 ~ 3j ：3 + a = - 7 ， ⑺ 

^ - x \ ~ + 9 工广 4 j 4 = - 2 + 

解第一步，求方程组 (7) 的一个特解 7() ■为此先求出它的一般解公式+ 


1 -3 

5 - 2 

41 



- 3 

5 

- 2 

4 

_2 1 

-3 1 

»7 

- ■■巋 

0 

- 5 

7 

- 3 

1 

— 1 - 7 

9 -4 

-2, 


.0 

一 10 

14 

_6 

X 



1-3 5- 
0-5 7- 
0 0 0 


0 子 


1 -4- 


0 0 


L0 0 


方程组 (1) 的一般解为 


■ r 3 + m + 


⑻ 


其中 h ，: r 4 是自由未知童.由 （8) 式得到方程组 （1) 的一个特解为 


第二步求导出组的一个基础解系.由于方程组 (7) 与它的导出组的系 
数矩阵相同,因此把方程组 (7) 的一般解公式 (8) 的常数项去掉，就得到导出 
组的一般解. 

f 4 | 1 


其中 i 3 ， x 4 是自由未知量.从而得出导出组的一个基础解系为 


一 3 


第三步写出非齐次线性方程组 (7) 的解集： 

U = 1 y 0 + I ^1^2 ^ 


题 3.8 


1. 求下述数域 K 上非齐次线性方程组的解集: 
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数域尺上《元线性方程组可以用它的增广矩阵来表示.判断它有没有解， 
只要去比较它的系数矩阵的秩与增广矩阵的秩是否相等. 

某公司有三个商场销售电视机，电冰箱.洗衣机，音响 .2001 年9月份的销 
售金额可以用一个矩阵 表承： 


an 


flu 

a u 


^21 

a 22 

^23 

a 24 

， (1) 



勾 3 

^34, 



其中 &分别 表示第 i 个商场9月份销售电视机，电冰箱，洗衣机， 
音响的金额，；= 1,2,3. 



图 4- I 

平面上取定一个直角坐标系 Qr；y， 所有以原点为起点的向量组成的集合 
记作 V. 让V中每个向董绕原点 O 旋转角度^如图 4-1 所示.我们来求这个 
旋转(记作 J) 的公式，设万芦的坐标为(^)，它在旋转^下的象^的坐标 
为(/，/).设以1轴的正半轴为始边,以射线 OP 为终边的角为 a. 设I 万芦1 
= r. 从三角函数的定义得 


由此得出 


x — rcoscr t y = rsina , 
t" = rcos{a + $}, y = rsin(a + 6)^ 


x' — xcosd - y^m8 , 
y ~ xsind + ycosy$^ 

( 2 ) 式就是旋转 a 的公式 + 把公式 (2> 中的系数排成如下一张表: 


⑵ 
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^cos0 - sind 
\sin& cos& 


⑶ 


则矩阵 (3) 就表承了转角为0的旋转. 

设有7个水稻品种 P.d - 1，2,…,7)，想通过种试验田来比较它们的优 
劣.为了减少(或避免）土壤的肥力不均匀对试验结果的影响，我们选择7块试 


验田（称为区组），每个区组本身的土壤肥力是均勻的+把每个 E 组均匀分成3 


小块，每一小块种一个品种的水稻.为了使每两个品种都能在同一个区组里相 
遇，以便比较它们的优劣，我们采用下述安排(用尽表示第 i 个区 组）： 



b 2 


b a 



B 7 



P2 


P3 


Pa 


P5 


Pe 


Pi 

Pi 」 


p 3 


P4 


P 5 


P6 


Pi 


Pi 

Pa 




F6 


Pi 




Pi 


P 3 


我们可以构造一个矩阵 M 来表示上述试验方案•令 

M fl , 肖 P , 安排在里， 

K 否则. 




(4) 


即 


M = 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

l 1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

to 

0 

0 

1 

0 

1 

1, 


⑸ 


(5) 式中的矩阵 M 称为上述试验方案的 关联矩阵_ 从关联矩阵 M 不难看出每 


两个品种恰好相遇在一个区组里 ■ 

从1:述例子看到，不同领域中的问题都可以用矩阵来表示*进一步问：在 
第2个例子里,如果某公司三个商场10月份销售四种家电产品的金额也用矩 
阵表示 t 那么9、10月份销售金额的和与这两个矩阵有什么关系？在第 3 个例 
子里，如果转角为 P 的旋转 r 也用矩阵表示，那么相继作旋转^与旋转。它们 
的总效果如何用^的矩阵与 r 的矩阵表示?在第4个例子里，如何运用关联矩 
阵使得更直截了当地看出:每两个品种恰好相遇在一个区组里，以及每个品种 
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出现在多少个区组里，所有这些问题都要求对矩阵进行运算.这一章我们就来 
讨论矩阵有哪些运算?这些运算满足哪些运算法则？有哪些性质？ 


§1矩阵的运算 

在本章开头的第 2 个例子中，某公司三个商场9月份、10月份销售四种家 
电产品的金额分别用矩阵 A = ( a ^)^ = (\)表示.则这两个月的销售金额 
的和可用下述矩阵 C 表示： 

a^i + an + ^12 a i4 + ^iA ] 

C - ^21 + ^21 d 22 + ^22 a 13 ^ ^2^ a 2A + 厶 24 * (1) 

^31 + £»31 ^32 + ^32 a 33 十 6 33 a34 + ’ 

从问题的实际意义很自然地把矩阵 c 称为矩阵 A 与 B 的和，记作 C = A + B. 

数域 K 上两个矩阵称 为相等 ，如果它们的行数相同，列数也相同，并且它 
们的所有 元素对 应相等（即，第1个矩阵的 Gd ) 元等于第 2 个矩阵的 
元)， 

在上述例子中 ，如果 11 月份的销售金额比9月份同步增长 10 % (即，每个 
商场11月份销售每种家电产品的金额都比9月份的金额增长 10 %)，则11月 
份的销售金额可用下述矩阵 M 表示： 

1 , 1 cln 1 . la ii 1 . 1a 1 

M 二 1,1 U2\ 11a22 11a23 1 * 1 ^24 ■ (2) 

[ l , l «3 i 1 ■ 1 ^ 32 I]。33 1 - 1^34, 

从问题的实际意义很自然地把矩阵 M 称为与矩阵 A 的数量乘积，记作 M 
二 L1A. 


定义1设4 = ( a,),B = (6 f ; ) 都是数域 K 上„矩阵 ，令 


C — ( fl y + * 

(3) 

则称矩阵 C 是矩阵 A 与 B 的和，记作 

C = A + B , 

⑷ 

设是 & K , 令 

M = U %) …， 

(5) 

则称矩阵 M 是々 与矩阵 A 的数 置乘积 ，记作 

M 二 kA , 

(6) 


容易直接验证，矩阵的加法与数置乘法满足下述 8 条运算法 则:对 于数域 
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K 上任意 V x K 矩阵 A ， B ， C ， 以及任意£尺，有 
r A + B = B + A (加法交换 律）； 

2 C (A + B ) + C = A + (B + C ) (加法结合 律）； 

3 s 零矩阵 0 使得 A + 0 = 0 + A = A ; 

4°设六 =(%)， 矩阵(-^)称为 A 的负矩阵，记作 - A . 有 

A + (- A ) = (- A ) 十 A = 0; 


5° 1 A = A ； 

6 tf ( i/)A = M / A ) ; 

7 D (k + l)A = M t /A ； 


k[A + B ) ^ M + kB , 

利用负矩阵的概念 T 可以定义矩阵的减法如下： 

— (7) 

在本章开头的第3个例子中，平面 t 绕原点0转角为 S 的旋转 a 可以用一 


个矩阵 



-sin 汐 
cos 疗 


来表示.同理，绕原点0转角为 P 的旋转 r 可以用矩阵 


⑻ 


B = 


cos 妒 
sin 9 ? 


- sirup ^ 

COS<p I 



来表示. 

现在相继作旋转 r 与旋转其总的效果是作了转角为 P 的旋转0■同 
上理可以用矩阵 

C _ /cos(^ + 屮） - sin (没 + p) ' (⑻ 

\sin(l? + <p) cos(d + <p) j 

来表示，我们把相继作旋转 r 与 a 的总效果(旋转称为与 r 的乘枳，即，0 
二于是很自然地我们把矩阵 C 称为矩阵 A 与 B 的乘积，即， C = AiJ . 现在 
我们来仔细看一看矩阵 C 的元素与矩阵 A , B 的元素之间有什么关系.利用两 


角和的余弦、正弦公式得 

/cos^cos^ - sin 沒 sin 史一 sin^cosy — cos 沒 sin 史 

C = 

\sin0[os 炉 + cos^sinp cos&cosf _ sinffsinp 
比较 （11) 式与(8)、(9)式，可以 看出： 


(ID 
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C {1;1) - A ( l ; l ) BClil ) + A (1;2) B (2;1), 

C(l ； 2) = A(1 ； 1)B(1 ； 2) +A(1 ； 2)B(2 ； 2), 

( 12 ) 

C(2;l) - A(2;1)B(1;1 ) 十 A(2;2)iK2 ; l )， 

C(2 ； 2) = A(2;1)B(1;2) + A(2 ； 2)B(2 ； 2). 

S [ J ， C 的 (1，1) 元等于 A 的第 1 行与 B 的第 1 列的对应元素的乘积 之和; 
C 的 U ，2) 元是 A 的第1行与的第2列对应元素的乘积 之和; 等等. 


例如，当6 j 时， 

fV 3 1 1 


2 2 

A = 

1 41 


于是 


C = AB = 


f /3 

2 




2 


cosp 

sinf 


- sin ^ 

COSf 


V 3 i 41 . i 
了 cosp - 了 sinp … — 了 cosy 

1 ^73 . 1 ■ ^ 

ycos^J + -ysulf — ysmp + -ycos^ 


其中 


从旋转这个例子受到启发，我们给出矩阵的乘法运箅的定义 - 
定义2 设 A = ( a t} ) s , n ,B = (6 丄，令 

C _ C ^ t ' 



a fl 6 b 十 a l 2 ft 2j + 


n 

+ - Zj a ik ^ h } ^ 


(13) 


i - 1,2, …二1，2,…，则矩阵 （:称 为矩阵 A 与 B 的乘积，记作 C = 


AB . 

从定义2看出，矩阵的乘法有以下几个要点； 

1 ) 只有左矩阵的列数与右矩阵的行数相同的两个矩阵才能相乘； 

2 ) 乘积矩阵的 U ， j ) 元等于左矩阵的第/行与右矩阵的第 j 列的对应元 
素的乘积之和，即 

n 

(AB)(i;j) - J][A(t;k)l[B(k u )]\ 04 ) 
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3) 乘积矩阵的行数等于左矩阵的行数，乘积矩阵的列数等于右矩阵的列 


数 ■ 


例1 设 


2 1 


2 


， B 


4 


7 


求 AB . 

解 


AB 


1 


2 


6 7 


C 


- 1 2 . 

1 X 4 + (- 2) x 6 
0 x 4 + 3 x 6 

i (- l ) x 4 + 2 x 6 (- 1) x f 

例2 矩阵 A 、 B 如同例1所给，设 

0 1 
-1 0 

求 BC , A ( BC ),( AfJ ) C . 

解 

4 5 W 0 1 
6 1}\-1 0 
1 - 2 ' 

A ( BC ) =03 
- 1 2 


0 X 5 + 3 x 7 



- 8 

- 9' 

—— 

18 

21 


、 8 

9, 


BC 


4 


7 


{ AB)C 


■8 — 9 
18 21 


0 


- 5 4 

— 7 6 
9 - 8 

- 21 18 

- 9 8 

9-8 
-21 18 


从例2宥出 ， A ( BC ) = ( AB } C ■这对于一般情形下也是正 确的即 
r 矩阵的乘法适合结 合律： 设 A = (〜) …， B - 

( S ) …，则 

( AB)C = A ( BC ). (15) 

证明 显然， （ AB)C 与 A ( fJC ) 都是 s x r 矩阵，由于 

M wf n 

[( AB ) C ]( i ; j )= S [( AB )( mO ] q ； - 2 ( H K 

* .. I ^ -r I i = 1 
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^ ^ a ^ kl c t } ) J 

1 i=1 

k = 1 \ ；= 1 

pr m m n 

= X ( ) = L ( S ， 

k=\ 1=1 f=l i=1 

因此 

[(AB)CJ(mj) - [A(BC ;)] (〜）， 

i = 1,2,…， = 1,2, …，？■■从而 

( AB)C = A ( BC ). I 

从例 1 看到, A 与 B 可以做乘法，但是 B 与 A 不能做乘法.这说明矩阵的 
乘法干寧 章字学 f ■即使 A 与 ii 可以做乘法， B 与 A 也可以做乘法，但是也有 
可能^ i 以看下面两个 例子： 

例3 设 

1 

A - (1 ， 1 ， 1)，B = 1 ， 

丄 

求 AB 与 

解 


AB = (1，1，1) 1 二（3)， 



丫 


\ 

1 r 

BA = 

1 

( M .1) - 

1 

1 1 


丄 


1 

1 i > 


如果运算的最•后结果得到一个1级矩阵，那么我们可以把它 写成一 个数 ■ 
在例3中，可以写 AB = 3. 

一个行向量 U !， a 2 ，…，〜）可以看成1 X «矩阵，一个列向量 


£2 2 


可以看成 rt X 1矩阵. 

例4 设 




112 苐 4 章矩阵的运算 




0 

0 


求 AB 与 iJA 

解 


AB 


BA 


0 1 
0 0 
0 0 
0 1 


0 0 
0 1 
0 1 
0 0 


0 

0 

0 


0、 

0/ 


从例4还吖以看到一个奇怪的 现象： B 关 0，A #0,但是 BA = (K 这一点 
希望读者要特别注意■即■从 SA = 0，不哮準中 B = 0或 A = (K 

一般地，对于矩阵 A J 卩果存在一 it ‘鏟阵 B 使得 AS = 0,则称 A 是一 
个左零因子; 如果存在一个非零矩阵 C； 使得 CA =0,则称 A 是一 个右 零刼子 ■ 
左零因子和右零因于都简称为 零因子 .显然 t 零矩阵既是左零因子，又是右零 
因子，称零矩阵是平凡的零因子.其余的零因子称为非平凡的. 

2-矩阵的乘法适合左分 配律： 


A(B + C ) 

也适合右分 配律： 

(B + C)D 
证明方法类似于结合律的证明. 

例5 设 

I 2 




AB + AC , 


十⑶ ■ 


(16) 


(17) 


A 


4 




，C 


求 AC 与 BC 

解 


AC 


BC 


1 1 


3 3 
7 7 


： 2 
( 4 
0 3 
2 5 /\l 

从例 5 看到 , AC = SC， 但是 A #B， 这说明矩阵的乘法 f 寧章 f 孝 f. 
即，从 AC = BC 且 C 关0，不能推出 A ^ 

3 9 主对角线上元素都是1,其余元素都是0的《级矩阵称为《级单位矩 
阵，记作 f n ， 或简记作/，容易直接计算得， 

JAxw 二 A5> ； n ， A rXH J n = (⑻ 

特别地，如果 A 是 n 级矩阵，则 




(19) 


IA = AI = A . 

4° 矩阵的乘法与数量乘法满足下述关系式： 

k { AB ) ^ { kA)B ^ A { kB ), (20) 

证明 设 A = U」） …， B ，显然 MAB)，UA)S，AUB) 都 

是 sxm 矩阵.由于 

n n 

[k{AB)]{i\j) = k[(AB)U;j)] = k ( 2 ) - 2 ^ 

卜 1 J = 1 

rr h 

[UA)B] (…） = ^ UA ){ i ; l ) b h = SKA” 

/ =1 ^ 1 

n ft 

[ A ( kB )]{ iij ) ^ a t [ kb h , 

{ = l ( 7 1 

因此 

[k(AB))(irj) - [(kA)B](i；)) = [A(kB)](i;j), 
i - 1，2, …卜 v;) = 1，2, …， 从而 

k ( ALi ) = ( kA)B - AUS). 1 

主对角线上元素是同一个数其余元素全为0的《级矩阵称为数量矩 
阵 .容易看出 

十 = U + /)/, (21) 

kill ) = ( kl)I , (22) 

( kl )( ll ) = (23) 

上述三个式子 表明： n 级数量矩阵组成的集合对于矩阵的加法、数量乘法与乘 
法三种运算都封闭. 

容易看出 

( kl)A - kA , A ( kI ) - M. (24) 

(24) 式表 明:数 量矩阵 H 乘 A 等予 k 乘 A. 

前面已指出，矩阵的乘法不适合交换律+但是对于具体的两个矩阵 A 与 
jB ， 也有可能 AB = BA J 卩果 AS = BA* 则称 A 与 B 可交换■从 (24) 式得出， 

如果 A 是 n 级矩阵，则 

( kl)A - AUJ). (25) 

即，数量矩阵与任一同级矩阵可交换- 

设 A 是一个? t 级矩阵+因为矩阵的乘法适合结合律，所以 A • A A . 

W 个 

表示唯一的一个矩阵，把它记作 A' 即，我们规定 

A m A ■ A.A, (26) 
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我们还规定 

n 糾 

A° —— I. 

(27) 

容易看出^级矩阵的方幂适合下列 规则： 

㈣ 二 炉 ' 

(28) 

(A k y = A ki , 

(29) 

其中是任意自然数. 



注 意：由 于矩阵的乘法不适合交換律，因此般来说，（仙 V 尹 A 呀■但 
是如果 A 与 B 可交换，则 (AB” = A k B k . 

根据矩阵乘法的定义，我们可以把线性方程组 

a nil + 十 ■■■ + a Ul x„ ^ 

U2]_^l + ^ 22^2 + + a 2n^n = ^2 ^ 




(30) 


a ^ X [ + + …+ a jn : r〆 乂， 


写成 


an a n … “ i n 、 


/ \ 

X \ 



a 22 … a 2 n 

« ■ 


■ 

•1 

—— 

bi 

4 

4 

» ■ 

、 U ] … a Jn , 




A , 


(31) 


用 A 表示线性方程组 (30) 的系数矩阵，用 X 表示未知量工1，^ 2 ,…， A 组成的 
列向量，用/?表示常数项组成的列向量，则 (31) 式可以写成 

AX = j 3. ( 32 ) 

这表明线性方程组有非常简洁的形式( 32 ) ■特別地，齐次线性方程组有非常简 
洁的 形式： 

AX = 0 + ⑶) 

于是，列向量7是齐次线性方程组 AX = 0哼嚀学早佴 I = 0■这个结论在 
今后经常用到. 

在第三章 §1 中，我们指出，线性方程组 <30) 可以写成 

x x a [ + x^cii + + x n o. n = (34) 

其中〜是系数矩阵 A 的列向量组，此时我们把 A 记成 

A = (cz w- ， a n )- 

从 (32) 和 (34) 式得 

AX =工 iff 】 十十…+ 

把 (35) 式代入 (36) 式中，得 


(35) 


(36) 


( a 4 . -十 jr 2 a 2 十 ■■■ 十 T n a J 


(37) 


(37) 式表明 ：虽然 （ q . h . …， &) 中的每个 +不是 一个数，但是我们仍然可以 
像矩阵乘法的定义那样把 U lt a 2 ，… ，&) 与列向量 X 相乘. 

一般地，设^ x «矩阵 A = ( a y ) 的列向童组为 q ， a z ，…，，设 x m 矩 

阵丑=(~)，则不难看出有下式 成立： 

“ h n … b im 、 

._ , hi hi … b 2m 


AB = (q - h ， …，\) 


二 (ftnG! + /j 21 a 2 + … + 6 rjl a n -… ,b [m <x^ + *2 功 a 2 + … + b nTfl a n )0S) 

(38) 式 表明: 做矩阵乘法时，可以把左矩阵的列向量组的向董分别与右矩阵 
的第1列、第2列、…、第 m 列的对应元素的乘积之和作为乘积矩阵的各列了 
类似地.设矩阵 B 的行向 量为) …，八则 

an a n … a [n ] f ^ n/i + + ”■ + a u 7 n 

a 21 ㈣ … 7 l M /■ + 化 + … + a 2 上 


AB 


an 

G]2 ” 

■ 

! 7i 

^21 

■ 

* 

d 22 *■ 

v 

■ 

7i 

b 

b 

4 

〜 1 


h 

p 

7n 


Ul + 〜 2/2 + ... + 


(39) 

(39) 式 表明： 做矩阵乘法时，可以把左矩阵的第 1 行、第 2 行、…、第 s 行的元素 
分别与右矩阵的行向量组的对应向量的乘积之和作为乘积矩阵的各行 ■ 

在例1中，我们计箅了 AS ， 现在来计算 ( AB )' 以及矿 A ' 

/-8 18 8\ 

( 叫—…)， 

/4 6\ / 1 0 - 1 \ / - 8 18 81 

= \5 7/(- 2 3 2 )" (-9 21 9j ' 

由此看出 ， （ABV = B ^ A \ 

矩阵的加法、数童乘法、乘法三种运算与矩阵的转置的关系如下： 
r (A + BY = A' + 

2 ft {kAY = kA '； 

3 。 (ABY = B f A\ 


3 J A f 
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证明 r 与 2 b 的证明很容易，留给读者.现在进行3 6 的证明，设 A 二 
- (\) w m ■则 （ AS )' 与 BVT 都是 m x j 矩阵，由于 

PT 

(AB) r (/；；)= {AB )(>;0 = Yj a j^k t - 

k \ 

tt n 

k = i hi 

因此 （ AB)’（i ; j ) = ( B ' A / )( nj ) ti - l T 2，“.， m ;/ 二 1,2，.“山 
从而 ( AB )、 B r A \ I 

显然 ， （AT 二 A . 


习题 4 1 

h 设 



A 0 0 


^ 1 

0 

/I - 

0 A 0 

，B = 

!o o 

1 


.0 0 A, 


0 0 

0, 


求 A 十 B . 

2 .设 


1 

0 

0 

0 


:l 1 1 t 

Q 

1 

0 

0 

r — 

i i i t 

0 

0 

1 

0 

- 

1111 

.0 

0 

0 

卜 

i 

l l 1 


求 （r U + A 

3. 设 f 是 n 级单注矩阵 J 是元素全为 1 的”级 矩阵设 

k A A …； r 

A A A A 

M - ■ ， 

M ■ 

M _ 

A X A ■■- k \ /n 

把 Af 表示成 W 的形式，其中 j：、j 是待定系数. 

4 . 计算 


7 - 1 






1 


(4) (4,7,9) 


(4,7,9)-， 


丨 a l 

(6) 6, b 2 h 


d' fl 0 1 fflt a 2 

(8) 0 Ji 0 b' h z 

0 0 d 3 \ [cj c 2 

fflL a 2 fd ! 0 


a ] 

(7) (1 丄 1) ~ b 2 


乙 2 ^3 


(9) b 


2 3 


( 10 ) 045 
.0 0 6 


0 d 1 

0 0 
8 9 

10 11 
0 12 


I 0 Ol fl l a 2 ^3 

(11) k 1 0 fet h 办 4 


0 1 


C 3 C 4 


a 2 h 「1 0 U 


(12) h , h 2 fej k 


C 2 【3 


0 0 


0 1 0) a 2 fl 4 

(13) 10 0 *2 ^3 fu 


0 1 


C\ c z c 3 C 4 


fli fo 1 0 

(14) b 2 h 1 0 *0 . 


(15) 

5 T 设 


^2 (3 

4 W 1 


A 二 


求 AB . BA.AB - BA . 
6 .汁算 


«ii a \i a I 1 j 

(x^y t l) ^L2 a l2 a l y 


i flz 
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7.汁算 



fO 10 


C 5) 0 0 1 是正整数; 
,0 0 0 , 


(7) 





|) d 是正整数； 

1 0]" 

A 1 | , b 是 IE 整数; 
0 Aj 



8. 如果级矩阵 B 满足^ =0,求 

( ； - B)(i + B + B 2 ). 

9. 证 明：若 B it B 2 都与 A 可交换，则十 D 2 . I 5 l ii 1 也都与 A 可 交换. 

10. 证明 ：如果 A 二 y(B + 1 )M A 2 = A 当且仅当 B 2 = 厂 

11. 设 A 是数域 K 上 sx w 矩阵，证明：如果对于中任一列向童1?,都有 = 0,则 
A - 0, 


§ 2特殊矩阵 

本节将研究一些特殊矩阵的乘法有什么规律. 

定义1 主对角线以外的元素全为零的方阵称为对 角矩阵 ，它形如 

义 0 0 … 0 

Q d 2 0 - 0 

, * 、 

# * 

* V 

. 0 0 0 ■- 

简记作 diagjrf! ,d 2 , …， c/J , 

设 A 是一个 s x 矩阵，它的行向量组是7^72，…，广;列向量组是 A ， 
，…， cr H ■贝!I 


d { 0 0 … 0 


'/l 1 


^i7t 

0 ^2 o … 0 

■ 1 

4 4 


72 

4 

二 

)^2 

d 

■ 

li i 

. 0 0 0 - d 5 i 


< 


4 

. d s y s . 


0 0 0 

d 2 0 0 

( q ， tf 2 , …， cr „). . 

普 ■ 

• ♦ 

^ 0 0 0 "- d „ 

(1) 式和 (2) 式表明:用一个对角矩阵卒(右）乘一个矩阵 A , 就相当于用对角 
矩阵的主对角元分别去乘 A 的相应的$(列） . 

特别地，有 

0 0 ■■■ 0 | ( c { 0 0-0 

0 0… 0 0 q 0… 0 

V ► P * 

* h ■ f 

♦ >• P * 

0 0 0… c/J [ 0 0 0 c„ 


0 0 … 0 

0 0 … 0 

■ - 

V * 

* + 

. 0 0 0 … d„c ri J 

上式表明 ：两个 K 级对角矩阵的乘积还 是《 级对角矩阵，并且是把相应的主对 
角元相乘. 

定义2 主对角线下(上）方元素全为零的方阵称为上[下丨 三角矩阵. 
我们有 

a\ Ui b] bi <^\b\ + ^ 2^3 

0 0 b^ j 0 W363 J 


一般地，不难 证明： 

定理 1 两个 n 级上三角矩阵 A 与 B 的乘积仍为上三角矩阵，并日 - 
的主对角元等于4与 B 的相应主对角元的乘积. 

对于下三角矩阵也有类似结论. 

定义3只有一个元素是 U 其余元素全为零的矩阵称为基本矩阵 

元为1的基本矩阵记作 + 

对于 2 x 3 矩阵 A 二 （&), 我们有 

an a 13 

A = 

a 2l a 22 心， 
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0 0 0 


0 0 0 


an[ l 0 ol + fl22 \o 10 




0 0 0 
0 0 1 


= a u E u +■ a ]2 Ki2 + a 13 E 13 + £221^21 4 ^11^-22 
一般地，对于 sx H 矩阵 A = U y ) ，有 

A = SS a A . 


^23^23 


⑶ 


设 A 是一个 S X 矩阵，它的行向暈组是 ）^ y 2 t …，叉；列向量组是 
” , or rt •则 

0 


E t A 


01 


to 


0 


Yi 

72 

r 

■ 


0 

0 


第 〖行， 


⑷ 


0 o 1 

« 

■ 

AE ”： ( q ，”-■” - a „) 1 

_ 

t 

.0 0 . 

- (0, … ， o ，--. ,0) ， ⑸ 

第 JP 1 

其中 £ v 的未标出元素的地方都是 C ). ^ 

⑷式和 ⑸式表 明:用、卒 ( 右）乘一个矩阵就相当于把 A 的¥乂行 

搬到第 i 行的位置(把 A 的第 i 七搬到第 j 列的位置），而乘积矩阵的其余行 

■ ■* + ■■♦* 

(列）全为 0. 

定义4由单位矩阵经过一次初等行（列）变换得到的矩阵称为初等矩 


例如 


1 0 0 


10 0 


© + ① • k 


0 1 0 

. ---+ 

左1 0 


(或①+② D 


0 0 1, 


0 0 1, 
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\\ 0 Ol fl 0 01 

③） 

01 0 0 1 ， 

10 0 lJ [o 1 oj 

[1 0 01 fl 0 01 

© • f 

()10 0 r 0 

( 或 ② ■ c) 

lo 0 Ij lo 0 1, 

上述箭头右边的矩阵都是初等矩阵 + 它们依次记作 

P(2Mk)),P(2^),P(2(c)). 

设 A 是一个 sx M 矩阵，它的行向量组是/"/^”，/^列向量组是^， 
a 2 ，".，1，贝 1 J 


r , 


P(jj(k))A 


⑹ 


km ) 




=(…，…^ + 是…，■“， a "”- ⑺ 

(6) 式和 (7) 式表 明:用 r 型初等矩阵 P ( j “ u )) 年(右）乘一个矩阵 a ，就相 
当于把 A 的第 z ■行的 A 倍加到第7行上(把 A 的第）列的 A 倍加到第 i 列上）， 
其余行(列）；变. . 

对于 2 B 型初等矩阵 PU , j ),3 fr 型初等矩阵户0心）），也有类似的结论我 
们把这些结论综合写成下述定理： 

定理2用初等矩阵左(右）乘一个矩阵 A ，就相当于对 A 作了一次相应 

的初等行(列）变换. 1 

注意 P(j , Uk )) 既表示把单位矩阵2的第 i 行的 A 倍加到第> 行上得到 
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的初等矩阵，也表示把/的窄 j mnm i $ 4 ： 得到的初等矩阵 + 

定理 2 把矩阵的初等行 i 列）■变■换与 k 詠法 kk 系.选样有两个好处: 
既可利用初等行(列）变换的直观性，又可利用矩阵乘法的运算性质. 

定义5 —个矩阵 A 如果满足 

A = A , 

则称 A 是对称矩阵. 

从定义容易看出，对称矩阵一定是方阵，并且有 

A ( i ; j ) = A'(j ; i ) = A ( j；Ot 
i t j - , w . 于是对称矩阵必形如 


^11 

012 

^13 

… < i]n 

幻 2 

^22 

a 23 

… flz rt 

a 13 

+ 

•> 

^23 


… 

番 

V 



■ 

… a 训 


定义 6 —个矩阵 A 如果满足 

A f - - A , 

则称 A 是斜(反）对称矩阵 ■ 

容易看出，斜对称矩阵一定是方阵，并且有 

A ( i \)) = A'(j ； i ) = - A(j “ ） ， 

/ , ) - I ，2 ,…， n ■特别地，有 

A (i ； I } = - A ( ? ； y) , 

从而 2 AU ;/) = 0■由于 A 是数域上的矩阵,因此 

A ( i \ i ) ■■= (i J ^ t ，2 ，，"， H ■ 

于是斜对称矩阵必形如 

0 a n … 

- a n 0 … a 2rt 

■ 

h ► 

« ■ 

4 ■ 

厂 - a 2n … 0 

习题 4.2 

1. 证明： 与主对角元两两不同的对角矩阵可交换的矩阵也是对角矩阵- 





§3 矩阵乘积的秩与行列式123 


2. 证明 ：两个 《 级上三 角矩阵的乘积 仍是〃 级上三角矩阵，并且乘积矩阵的中对角元 
等于因子矩阵的相应主对角元的乘积. 

3. 证明：与所有 h 级矩阵4交换的矩阵一定是 H 级数童矩阵. 

4. 证明：对丁任一 sx 矩阵 A ， 都有 AA 是对称矩阵， 

5. 证明 :两个 n 级对称矩阵的和仍是对称矩阵; 一 个对称矩阵的 A 倍仍是对称矩阵， 
ft - 证明：两个 n 级对称矩阵的乘积仍为对称矩阵当且仅当它们可交换 . 

7+证明:对于任一 n 级矩阵/ V ,都有 A + 1是对称矩阵 i 是斜对称矩阵. 

8. 证明：数域 K 上任一 n 级矩 阵都町 以表示成一个对称矩阵与一个斜对称矩阵之和， 
并且表法唯一. 

9. 证明 ：如果 A 是实数域上的》级对称矩阵，并且 A 2 = 0,则 A = 0- 

10. 证明 :数域 K 上奇数级斜对称矩阵的行列式等于零. 

mi . 证明: 矩阵的 t 型初等行变换（即，两行互换）可以通过一些 r 型与3‘型初等行 
变换实现. 


§3矩阵乘积的秩与行列式 


设 


则 



于是 r ^ nk ( AB ) = 0,而 rank ( A ) 二 l ，_ k ( B ) = U 
又 



H: 

于是 = l , fft ]' rank ( A ) = l , rank { C ) = 2. 

从上述例子，我们 猜想： 

rank ( AB ) < nmk ( A )， 且 rank ( AB ) < rank ( B ). 

定理 1 设 A = ( a t} ) sX ^Li - ( thw ，则 

rank ( AB ) ^ mini rank ( A )， rank (/ i ) I ■ 

证明设 4 的列向量组是…， t ， 则 
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AB = 



b n 

bn … 


{a[ t a 2 , mm ja n ) 

• 

+ 

hi … 

p 

h 


^n\ 

b n 2 … 

b nm 』 


= (Aii^i + A 21 a 2 + …+ 6 nl a n ， …， + A 2i ^ 2 + …+ b Km a„). 
上式表明， AB 的列向量组可以由 A 的列向量组线性表出.因此的列秩小 
于或等于 A 的列秩.即 

rank ( AB ) ^ rank ( A ) * 

利用这个结论又可以得到 

rank ( AB ) = rank [( AfJ )"] = rank ( BW ) < rnnk ( iT ) = rank ( B ). 

因此 

mnk ( AB ) ^ mini rank ( A ), rank ( B ) I . I 

命理 2 设 A 是实数域上 s X n 矩阵，则 

rank ( A ' A ) 二 rank ( AA ') = rank ( A ), (2) 

证明 如果我们能够证明 《 元齐次线性方程组 (AVOX = 0与 AX 二0 

同解,则它们的解空间一致，从而由维数公式得 

n - rank ( A ' A ) ; n - rank ( A ) , 

由此得出， rank ( AV \) = rank ( A ). 

现在来证明 （ AV\)X = 0 与 AX = U 同解■设 7 是 AX = ◦ 的解，则 A ? = 
0- 从而 （/ VA)v = A f (. A ^}) = 0 + 因此？ 也是 ( A ' A )； (二0 的解.反之 ，设》 是 
( A / A)X = 0的解，则 

( A ' A)d = U . ⑶ 

(3) 式两边左乘 〆 得 

d'A f AS = 0 , 

即 （ A 5}，（/^) = 0. (4) 

设 

hi 


则由 (4) 式得 


I c f ) 
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1，「 W ) 


(1 


即 d 4 +…+ 4 - 0.由于 qt c 2 ，…， g 都是实数，因此 

q = 勹 =…= c, = 0. 

从而 A5 = 0 + 即5是 AX - 0的解.因此 (，A)X 二0与 AX = () 同解 ，据前 
面所述得， rank(A'A) = rank(A ), 也有 

rank ( AA ') = rank [ (A ) {= rank(A ) = rank ( A ), I 

设 


A 


1 - 1 


2 


B 


0 

5 


则 


AB 


1 

2 


从而 


又 


因此 


AB 


A 


W ' 4 

0 1 ■■ 

1 3 

_ 5 ) 

Hi 

5) 

；11 

isj - 

- 5 

= 45 

+ 55 

= 100. 

15 





1 

2 


AB\ 


4 0 


20 , 


A| |B 丨， 


|A| |B| = 100 - I AB I . 

从上例受到启发，我们猜想 :对于 n 级矩阵 A、B， 有丨 AB 
定理3 设 A，B 都是 n 级矩阵，则 

\ AB \ - | A| |J3l. 

我们对= 2的情形写出证明.至于一般情形，证明方法是类似的. 
我们有 


(5) 


A 0 


一 I B 



A| |B|. 


另一方面，又有 


A 0 
I B 


OH 0 0 

^21 a 22 0 0 
-1 0 bn 

0 一 1 ^21 ^22 
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①+③ . 

①+④ ■ fl |2 
- - -» 


0 0 十 a^n ^n^\2 + a i2^22 

a 21 £ i 22 0 0 

™ 1 0 h ii b ]2 



1 



^22 


②十③ ■ a 21 
② + ④ ■ W 


0 

0 

-1 


0 ^n^ll + ^J2^21 «11^12 ^ ^12^22 
0 flzi^ll + a 21^2\ ^21^12 + a 22^22 
0 &11 bn 


0-1 b 2 , 



22 


^11^11 + Gl 2 办 21 
W21&11 + ^22^21 


a u bn + « 12^22 
<^2\^\2 + a 22^12 


(— 1) (1 + 2 ) 


+ 0 + 4) 



0 



-I AB I, 

因此 |AB| = |A| \ B \. I 

用数学归纳法.定理 3 可以推广到 多个” 级矩阵相乘的情形 ■ 

数域上的《级矩阵 A 称为非退化的，如果 |A| 尹0;否则称为退化的. 
定理4 (BinetrCauchy 公式）设 A 是 s X n 矩阵， B 是” X s 矩阵.如果 
^ HIJ | AB | = 0;如果 s < ^则 | 等于 A 的所有 s 级子式与 B 的相 


应 i. 级了•式的乘积之和-即 

|AB| = S 

证明如果，则 



rank( AB) < rank(A) < s . 

因此 j 级矩阵 AB 不是满秩矩阵.从而 lABl 二 0. 

下面设我们对= 3的情形写出证明，一般情形的证明方 


法是类似的.设 


A = 


^21 




bn 

^12 

<^i2 a l3 

，B = 

"21 

hll 

^ 22 



bn 


我们用两种方法计算下述行列式 D : 

I A U 


一 方面将 D 按前2行展开，得 
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0 b n 

a 1 I ci I i 

D- (-I) (l43 > + (t+ ^ 0 b 2[ 

^ 2 } ^22 

-1 

o b u 

(- 1 ) ⑴ ㈣ 。 ）-1 b 2l 

0 h ' 
- 1 b u 

(- 1)(1。) + (⑴ ）0 b n 

0 631 


an a 13 

+ 

a 2 \ a 23 


a i 2 a 13 

+ 

^22 a U 


b \2 

bn 

byi 

^12 

f >22 

b ^2 

6]2 

bn 

^32 


au a \2 ^11 612 a U a 13 ^11 厶 12 

=— — 

an ^22 ^ 2 i ^22 ^ 2 ] a 2 ^ 々31 办 32 

a i2 ^13 卜 ] ^22 

«22 a 23 ^31 占 32 


2 A 

l^T'^ < 




另一方面，类似于定理 3 的证明方法,首先分别把第3, 4 ,5行的 fl n ， au ， a 13 倍 


加到第1 行上; 然后分别把第3,4,5行的 a 21 ， a 22 ,« 2 3 倍加到第2 行上; 最后按 
前2行展开，得 D =- jAB |. 因此 (6) 式成立 ■ 


习题 4.3 

1* 证明 irank(A + B ) ^ rank ( A ) + rank ( B ). 

2. —个矩阵称为行(列 1 满 秩矩阵 ，如果它的行(列）向童组是线性无关的■证明：如果 
一个 s x n 矩阵/ I 的秩为 。则有 s x r 的列满秩矩阵 B 和 r X n 行满秩矩阵 C ， 使得 

A - BC . 

3. 证明:设4是《级矩阵，则 | aa 1 = | A | 2 . 

4. 证 明:设 A 是 t * 级矩阵，如果 AA ' = J , 则 lAl = 1或 Ml : -1. 

5. 证明:如果 A 是数域 K 上/* 级矩阵，且满足 

AA 、 I-jAi 

則 | J + A 丨= 0. 

6. 证明 :如果 A 是数域 K 上《级矩阵 a 是奇数，且满足 

AA 、 /,|A| = I, 

则1卜 A I =0- 
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7, 设 V = rj t / 2 + = fl ， 1 ， 2 ， … 

;设 




'1 

^2 

A 二 


-h 

^3 




^4, 


证明：| A 
*8. 形如 


11 (工 d _() 


Kj < <3 




^2 


A 

a 0 


a 2 




di 


^2 




的方阵 A 称为4级循环矩阵，求复数域上4级循环矩阵 A 的行列式. 

9. 用 Kn e t-Qiich y 公式计算下述 n 阶行 列式： 

a } — b \ a \ - ^2 ■■， Ci \ ~ 
fl 2 - a 2 - b 2 … … 一〜 

b ■ 

P ■ 

" h { a n - b 2 … a fl - b n 

10. 设 A 是5乂 n 矩阵 j 是 t * x s 矩阵，设正整数.证明 :如果 r >心 则 Ali 的 
所有 r 级子式等于 0; 如果 « ，则的任 一 r 级子式为 

/ …， M \ 1 A "1，“ ，…乂 

^ } - ^ { 

Ui 山，…，入/ i<w … 


v' ， v 2 ， " 、 v r 
)1， 乃，… ，入 


§4可逆矩阵 

一元一次方程 ax = 6,当 a / 0时,两边乘以丄，得工；立-而丄具有下 
述 性质： 

1 1 , 

— 9 a — a 9 — = 1 * 
a a 

设 A ， C 是已知矩阵， X 是未知矩阵.则 AX = C 称为矩阵方程.能不能像 
解一元一次方程那样来解矩阵方程 AX = C 呢?这就要问 ：是否 存在一个矩阵 
仏使得 

BA = AB = I . 

这一节就来探讨这个问题+ 

定义1 对于数域 K 上的矩阵 A ，如果存在数域 K 上的矩阵 B ， 使得 



AB - SA - /, (1) 

则称 A 是可逆矩阵〈或菲奇异矩阵). 

从 (1) 式看出，4与 B 可交换 T 因此可逆矩阵一定是方阵.适合 0) 式的矩 
阵 B 也是方阵. 

如果 A 是可逆矩阵，则适合(〗）式的矩阵 B 是唯一的.理由如下:假如还 

有矩阵 A 也适合 (1) 式，则 

B t AB - (B X A)B - fB = B, 

B X AB ^ 二 B 卜 

因此 B = 

定义2如果 A 是可逆矩阵，则适合 (1) 式的矩阵 B 称为 A 的逆矩阵，记 
作 A -1 」 

于是，如果 A 是可逆矩阵，则它有逆矩阵 A - 1 便得 

AA -1 = A-'A = /. (2) 

从 (2) 式看出 t 此时 A — 1 也是可逆矩阵，并且 

(A -1 )" 1 = A. (3) 

是不是任何一个方阵都可逆?不是•例如 ^级零 矩阵就不是可逆矩阵，因 
为任何矩阵乘以零矩阵得零矩阵.那么是不是非零方阵都 可逆? 我们先来求一 

个方阵为可逆矩阵的必要条件. 

命 BU 如果 A 是可逆矩阵，则 M 丨 ^0. 

证明如果 A 是可逆矩阵，则它有逆矩阵八 _1 ，使# 

AA 1 = 

从而有 | aa m | = 1 / 1 . BP U 1 | A-M = 1,因此 |Al 关0， I 

上述必要条件 1 A | 关0,是不是充分条件？即，如果 I Al 关 0 ，A —定是可 
逆矩阵吗?也就是，如果 | A 丨乒0,我们能不能找到一个矩阵 B 使得 

AB = BA ^ L 

为了找这样的矩阵，我们引出下述概念： 

定义3把 n 级矩阵 A 的第1行元素的代数余子式写成第1列， A 的第 

2 行元素的代数余子式写成第2列，…，第”行元素的代数余子式写成第 ”列， 

组成一个矩阵 

^ii ... 

A\2 ^22 ^n2 

* * 

4 * 

* ■ 

Aifj 八 2^7 
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称它为 A 的伴随矩阵，记成 A ' 

利用行列式按1行展开的公式得出 



… a u ' 


A n A 21 ■- A n r 

AA # - 

^2L ^22 … <^ln 

■ ■ 


A X1 A 22 A„2 

■ • 


p ♦ 

a n2 … a nnJ 


* p 

、 A ln Ah … 


A 0 … 0 


L 0 0 | A|J 

类似地，利用行列式按1列展开的公式得出 

A * A 二丨 A | J . 

于是，如果 IA ! 关0,则从 (5) 式和 (6) 式得出 


⑸ 



A (命叫 =( 由 C7) 

从而 A 是可逆矩阵.这样我们得到了下述 定理： 

定理 2 数域尺上^1级矩阵 A 可逆的充分必要条件为 IAI 关 0 ■当 A 可 


逆时， 


A 


UI 


( 8 ) 


定理2给出了判断一个矩阵是否可逆的一种方法，并且给出了求逆矩阵 
的一种方法，称之为伴随矩阵法. 

例1 设 


/ a b\ 

A = ■ 

\c d I 

问：当 满足什么条件时，矩阵 A 可逆？当 A 可逆时，求 A ' 
解 A 可逆 0| A ! 关0 


当 A 可逆时， 


ad - be 0. 



d b 

ad - be ad - be 

f 

一 _ c _ _ a 

,ad - he ad - be , 

从定理 2 还可以推导出 n 级矩阵 A 可逆的其他一些充分必要条件. 

推论3 n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 r ^ nk ( A ) - «(即 A 为满秩 
矩阵 h I 

推论4 数域 K 上《级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 A 的行 (列} 向量 

组线性无关. I 

推论5 数域 K 上《级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 A 的行(列）向量 

组为 K " 的一个基. ■ 

推论6 数域 K 上 n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 A 的行(列）空间 

等于 K n . * 

下面给出判别一个矩阵是否可逆的更简便的方法 - 
命腰7 设 A 与 B 都是《级矩阵，如果= /，则 A 与 B 都是可逆矩 

阵，并且 A T] = = A . 

证明因为 AB =〗，所以 | AB | = 4丨，从而|4|旧丨=1■因此 | A 丨关 
O t \ B \ 关0.于是 A ， B 都可逆， 

在 AB = /两边左乘 A _1 得 

A l AB = A 1 /， 

由此 得出』 = A 丨，从而 fT 〗 = ( A' 1 )" 1 = A . I 

命题 7 既给出了判断一个方阵是否可逆的一种方法，同时又可以立即写 

出可逆矩阵的逆矩阵 * 

例2 判断初等矩阵是否可逆?如果可逆，求出它的逆矩阵 ■ 

解由于对单位矩阵 J 相继施行两次初等行变换： ©+ ©_ 1®+©， 
(_灸），仍得到1因此 

k)) = /■ 

从而尸 可逆，并且尸= P ( jJ (~ k )). 

同理，有 P { iJ ) PUJ)l = 因此， F ( i .)) 可逆，并且 Pii ^ V 1 = 

P(“jh 

也有 pg (丄 )） pu ( c)u 二 /，因此 pu ( c )) 可逆，并且 pu (^) y ] - 

C 

P ( i (士 ))， 

2 表明，初等矩阵都可逆,并且它的逆矩阵是与它同型的初等矩阵- 
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可逆矩阵有如下一些性质 + 

性质1 单位矩阵 J 可逆，并且广= /. | 

性质 2 如果 a 可逆，则 /r 1 也可逆，并且 

(A~ [ )- [ - A. I 

性质 3 如果^级矩阵 A 、 B 都可逆，则 AJ 3 也可逆，并且 

(AB)~ ] = (9) 

证明 因为 A 都可逆，所以有 — 并且 

(AB)(B~ ] A~ l ) = A(BB l )^ _1 = AM 1 = /. 

因此 A 5 可逆，并且 ( AB )- 1 = B ~ [ A~K I 

性质 3 可以推广到多个《级可逆矩阵相乘的情形，即如果《级矩阵 
A 2 ，…，都可逆，则 A t A 2 … A , 也可逆，并且有 

二 A 严… A ^ Ar 1 , (10) 

性质 4 如果 A 可逆，则，也耵逆.并且 

(at 1 = (A- { y. (ID 

证明 因为4可逆,所以有 A ' 1 ， 并且 

A f ( A~ [ y - ( A_ l Ar = r =厂 

因此 1 可逆，并且 (A — 1 广 I 

性质 5 可逆矩阵经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵一定是单位 

矩阵. 

证明 设《级可逆矩阵 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵是 
人则/的非零行数目等于 ran k ( A ) = ^于是 J 有 r ? 个主元■由于它们位于不 
同的列，从而它们分别位于第1，2,…，《列-即 

1 0 0 … 0 

0 10-0 

♦ * 

» » 

1 ♦ 

0 0 0 - I 

性质 6 矩阵 A 可逆的充分必要条件是它可以表示成一些初等矩阵的 
乘积. 

证明 充分性设 A 可以表示成一些初等矩阵的乘积■由于初等矩阵 
都可逆.因此它们的乘积 A 也可逆. 

必要性.设 A 可逆.则 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯矩阵一定是 

单位矩阵厂因此有初等矩阵 A ， h ， …，5使得 

fV .. P 2 P,A = J (12) 

因此 
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A -(尽…匕匕）- 1 二 … (13) 

由于初等矩阵的逆矩阵仍是初等矩阵，因此(13> 式 表明: A 可以表示成一些 
初等矩阵的乘积+ | 

性质7 用一个可逆矩阵去左(右）乘矩阵 A ，不改变 A 的秩. 

证明 设 P 为可逆矩阵 + 则有初等矩阵 P lt P 2 ，…， P w 使得 P = 
■从而 


PA - P l P 2 , ^P m A . 

即 PA 相当于对 A 作了一系列初等行变换.由于初等行变换不改变矩阵的秩， 
因此 rank ( PA ) = r ^ nk ( A ). 

类似地，由于初等列变换不改变矩阵的秩，因此用可逆矩阵 Q 右乘 A ， 有 
rank ( AQ ) = rank ( A )- I 

除了用伴随矩阵法，以及利用命题7去求可逆矩阵的逆矩阵外.还有没有 
其他方法?你能从公式 (12) 受到启发，给出求逆矩阵的一神方法吗？ 

设 A 是《级可逆矩阵，则从性质6的必要性的证明过程知道，有初等矩阵 
h ，込，…，使得 

P , …込匕焱= J . (12) 


由 （12) 式，根据命题7得 

A -1 = JV .. P 2 /V (14) 

即 - y \ _1 . (15) 


比较 (12) 式和 （15) 式得出 ，如果用一系列初等行变换把 4 化成了单位矩阵 L 
那么同样的这些初等行变换就把 J 化成了 A — 1 •因此我们可以把 A 与厂并排放 
在一起.组 成一个 nx 2 n 级矩阵 （ A ， J ). 对 （ A , J ) 作一系列初等行变换 •把它 
的左半部分化成这时的右半部分就是 4—. 即 




U，A 


(16) 


这种求逆矩阵的方法称 为初等变换法 ，这是最常用的方法 


例 3 设 


求 A 1 . 

解 


4 1 2 

A - 3 2 1 

5-32」 


4 1 2 1 0 0 1 

3 2 10 10 

.5 - 3 2 0 0 1 . 








m 如果 A 可逆，则在 AX - B 两边卒_ A - 1 得 

A -1 AX = A ^ b ] 


由此得出 
先试求 A 


X ^ A 


10-2100 
- 34-1010 
2 1 3 0 0 1 


0 1 0 


0 0 1 


于是 


X = A~ l B 


13 

2 

8 

35 

'35 

35 

7 

35 

7 

35 

7 

35 

11 

1 

4 

35 

'35 

35 


II 13 
T 35 


13 

2 

8 

35 

35 

35 

7 

7 

7 

35 

35 

35 

11 

1 

4 

35 

~ 35 

35 


^ X 24 
5" 35 - 

例 5 解矩阵方程 XA = C ， 其中 A 同例4， 

/-I 0 6\ 

C= ( 2 1 o )' 

解 在例 4 中已经知道 A 可逆■在 XA = C 的两边夸乎 A _1 得 ， XAA 
CA ' 因此 


X = CA 


0 6 
1 0 


79 

4 

16 

35 

'35 

35 

33 

3 

23 

35 

35 

35 
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§5矩阵的分块 


I Aj i j Ai I , 


在第 2 章 § 6 的最后一段，我们把公式 (16) 简洁地写成 

A ) 0 

C A 2 

其中 A a ， A 2 分别是 A 级、 r 级矩阵， C 是 rX 办矩阵，0是々 X r 零矩阵，我们 
把一个矩阵写成 


A { 0 
At 

这种形式，既简洁，又突出了该矩阵的特点.这种形式的矩阵称为分块矩阵■本 


节来讨论分块矩阵的运箅. 

由矩阵 A 的若干行、若干列的交叉位置元素按原来顺序排成的矩阵称为 


A 的一个子矩阵. 

把一个矩阵 A 的行分成若干组，列也分成若干组，从而 A 被分成若干个 
子矩阵，把 A 看成是由这些子矩阵组成的，这称为矩阵的分块■这种由子矩咗 
组成的矩阵称为分块矩阵. 

从矩阵的加法的定义容易看出，两个具有相同分法的分块矩阵相加，只要 
把对应的子矩阵相加. 

从矩阵的数董乘法的定义容易看出，数&乘一个分块矩阵，只要把 &去乘 
每一个子矩阵. 

分块矩阵的乘法如何进行？我们以下面两个分块矩阵为例：设 A = 
- 把必,£写成分块 矩阵： 




«2 




A 


n 


A 】 ]A 12 、 

"1 

f B n B l2 ] 


* -A 



n 2 

，- B 21 B 2 2, 


其中 + s 2 = i'，《i + & = « , mi + m 2 - m ，…， B 22 都是矩阵- 

我们猜想分块矩阵的乘法可以按普通矩阵的乘法定义进行，因此我们考 

虑矩阵 


m 】 坩 2 

AnBii + A12-821 ^11^12 ^ ^ 12^22 

^2 .^ 21^11 + ^ 21^21 ^ 21^12 + A 22 ^ 22 ; 
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现在我们来证明 AB = C . 

C 的行数为〜+巧= y ， C 的列数为川』+切 2 = w + 因此 C 与 AB 都是 
sx w 矩阵.考虑它们的元. 

(AB)(i;j) = 2 - 

ft = t 

不妨设 = 7 ^ 1 + /,( 0 < t < m 2 ) ，这时 C 的 （ i sJ ) 元就是 AU&2 + 

A 12 ^ 22 的 （? t 0 兀■即 

C{i* 9 j) — ( + A 12^22 )( 

= ( A u B l 2 ) U ; t ) + ( A | 2 B 2 2 )( mO 

n l "2 

- 〜 （ h ，）+ }^ A u ( i ; l ) B 22 ( l ； i ) 

t - 1 i-i 

— > 】 a .( m ^ + t ) 十 + n 厶、 + /.(用丨 + " 

= 1 i = 1 

n L ， + "2 

- > i ^ ik^ky > : ^ jk ^ k ] 

k ~ 1 it = tJ ^ t 1 

ff 

■ - 2 ^ 
h = 1 

对于；， j 的其余情形也可以类似证得 CU ;J ) = i ^ a ik h kr 

1 

因此 （ AB ) U ) = C {^ ;>),1 < i < O 战 + 从而 

AB = C. I 

类似地可以证明 ：对于 两个分块矩阵，只要它们的分法满足下述条件，则 
它们的乘法就可以按照普通矩阵的乘法定义 进行： 
r 左矩阵的列组数等于右矩阵的行组数； 

2 s 左矩阵的每个列组所含列数等于右矩阵的相应行组所含行数 ■ 

总而言之，左矩阵的列的分法应当与右矩阵的行的分法一致.还要注意: 
子矩阵之间的乘法应当是左分块矩阵的子矩阵在左边，右分块矩阵的子矩阵 
在右边，不能颠倒次序. 

分块矩阵的乘法有许多应用 + 我们举一些例于. 

例1 设4 是矩阵，召是《乂 w 矩阵， i 3 的列向量组为&，馬，…， 
‘，则 

AB = ⑽屬，…, AO - ^ ⑴ 

证明把 A 的所有行作为1组，所有列作为一组;把 B 的所有行作为一- 



组，列分成 m 组，每组含1列，则 

AB = ( A )( A ，/? 2 ，…， ‘） 

二 （ a 卩】 ，邱 2 ,…， A / i m y I 

公式 （1) 是非常有用的+看下面的例 2. 

例2 设 A 心关的列向董组是■则 
AB - ，…氺 m 都是齐次线性方程组 AX = 0的解， 

证明 AB = 0 
^ — ^ (A 乡 ]， Aft ，…， 邱 ™ ) = 0 

A ^! = 0屬， 0，.“， A/? ni = 0 

㈡ …，心都是齐次线性方程组 AX = 0的解 k I 

例2使得我们可以利用齐次线性方程组的理论去解决矩阵理论中涉及到 
AB = 0的一类问题+ 

例3 解矩阵方程 AX = B ， 其中 

A ，{ 1 - 3 ) t ° - 2 ). 

\-2 6/ \ 2 0 4} 

解设； C 的列向量组是 XoXhXhS 的列向置组是则 

AX - B ^( AX 1 , AX 2 , AX 5 ) = ( HA ) 

^> AX i = PuAX 2 = 心， AX ' = jh - 

我们同时来解 3 个线性方 程组: AX , = ^, AX 2 = ^ 2 ^ X3 - ft ■它们的系数 

矩阵都是 A 。 因此我们可以如 下做： 

、/ 1 -3 -1 0 -2\ 

iA B) ^ (- 2 6 2 0 4) 

② + ① *2 " -3 -i 0 - 2\ 

^ \0 0 0 0 0厂 

于是= ^ l 9 AX 2 = /3 2 , AX 3 - j 9 3 的一般解分别为 

= 3 x 2 ~ J ^ 二 3 j ：2 5 J i ~ 3 j ：2 - 2， 

其中 x 2 是自由未知量.由此得出 

\3c x - ll (3 c 2 ] - 2" 1 

X } - ， X 2 = f - ' 

L j l i L Q J 

因此 


3 x 2 5 

^1 = 

3 c 2 

，入 3 



3 t '2 

- 

[2 

C3 


其中 q ， c ： 2 ， q 是任意常数. 
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注意例3中的矩阵 A 不可逆 t 因此不能用§ 4的例4的方法解矩阵方程 


AX = 

当 A 可逆时，也可以用现在例3的方法解矩阵方程 AX - 


(A B ) 


初等行变換 




即，当左半部分变成丨时,右半部分就是 AX ^ B 的解 

分块矩阵的转置不仅要把第 i 行组写成第彳列组，而且要把每个子矩阵转 
置.例如 


Ai 

^2 


A ; A ;、 


A 4 , 

二 

A ; A :」 


⑵ 


主对角线上的所有子矩阵都是方阵，其余子矩阵全为0的分块矩阵称为 


分块对角矩阵 ，它形如 


Ai ◦ 0 0 、 

0 A 2 0 … 0 



I 0 0 0 ■■ AJ 


其中都是方阵.分块对角矩阵 (3) 可简写成 

diagl A 】 ， A 2 , …， Aj ■ 

主对角线上的所有子矩阵都是方阵，而位于主对角线下方的所有子矩阵 

都为0的分块矩阵称为分块 上三角矩阵， 它形如 

fA ” A ]2 … 


L 0 0 … A S J 


其中八…焱……/^都是方阵- 

分块上三角矩阵有许多应用■为了把一般的分块矩阵变成分块上三角矩 
阵，我们引出下述概念： 


下述三种变换称为分块 矩阵的初等行变换： 

r 把 一个块 行的左 p 倍 ( f 是矩阵）加到另一个块行上，例如 

+ 


An 

a 12 〕 

© H P - (3) 

^ A h 

a 12 

.^21 



PAn + A 2 i 

PA i2 + A 2 2 


⑸ 


T 两个块行互换位置 i 
y 用一个可逆矩阵左乘某一块行. 

h 



类似地有分 块矩阵的初等列变换 ，但是要注意这时 r 型和 y 型都要右 


分块单位矩阵（即，把单位矩阵分块得到的分块矩阵）经过一次分块矩阵 
的初等行(列）变换得到的矩阵称为分块初 等矩阵 .例如 

(: ⑺) 

(6) 式箭头右端是一个分块初等矩阵.我们有 

/ I 0\ A 12 A n A 12 1 ⑺ 

\F // [a 21 A 22 j _ |PA U + A 21 PA ]2 + A 22 J 

把 ( 7 ) 式与 ( 5 ) 式比较得 出：对 一个分块矩阵 a 作一次 r 型分块矩阵的初等 f 
变换,就相当于用一个相应的分块初等矩阵字宇 a 对于 2 。型、 r 型分块矩 i 
的初等行变换也有类似结论，对于分块矩阵等0变換也有类似结论(这时 

要用相应的分块初等矩阵夸 - /0 # 

例4 设 A 、 B 分别是 s X n r n x s 矩阵，则 


U - AS 


⑻ 


证明设法把 (8) 式左端变成分块上三角矩阵的行列式.为此作分块矩 


阵的初等行 变換: 


B ) © + (- A ) - CD 


J r - AB 


于是 


0)\L B 


i-A I S \{A K 
在 (10) 式两边取行列式，得 

I 0 I n B 


h-AB 


h~AB 


由此得出 


\ L \\ i , 




(9) 


( 10 ) 


从而 (8) 式成立- 
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习题 4.5 

1 . 证明:设分别是 iX mx m 矩阵.如果；=0,则 

rank ( A ) + rank ( B ) ^ « . 

2. 设 A 是 n 级矩阵，且 A 式0-证 明：存 在一个 nx m 非芩矩阵使 AB = 0的充分 
必要条件为 | A | = 0. 

3. 设召为《级矩阵， C 为 n X rw 行^秩矩阵 T 证明： 

(1) 如果 BG = 0,则 B = 0; 

(2) 如果 UC = CJlj B = L 

4. 证明 ：如果 n 级矩阵 A 满足 A 2 二 J (此时称 A 是对 合矩阵 h 则 

rank (/ + 4) + rank (/ - A ) - n . 

5. il 明：如果 n 级矩阵 A 满足 A z = A (此时称 A 是幕等矩阵） ，則 

raiik ( A ) 十 rcink {I - A ) - n . 

6. 设 A 是实数域上的 i x «矩阵，戸是 f 的任意一个列向置.证明 1 元线性方程组 

XAX = 

一定 有解. 

7. 设 A 是一个 h 级方阵=[■证 明： 

(1) A 能表示成一个列向量与一个行向量的乘积； 

(2) = i ^， 其中 A 是某个数」 

8. 设八是^级矩阵 （ n >2) t 证明： 

IV 卜 | A | n ' 

9. 设4是^级矩阵 证明： 

n , 当 rank ( A ) = n 
rank(A *)=^1， 当 rank ( A ) - n - l 7 
U t 当 tank ( A ) < « - 1. 

10. 设义是及级矩阵 U >2)， 证明： 

(1)当》会3 时, = I Al ^ 3 ^； 

(2> 当 》 二2时，(， 广二 1 

1 L 设 Aj 分别是扣矩阵，证 明：矩 阵方程 AX 二 B 有解的充分必要条件 
是 rank ( A ) = rank(A B ). 

12. 证明: 分块对角矩阵 A 二出 ㈣ 义，、，…， 4 i 可逆的充分必要条件是它的主对角 
线上每个子矩阵态可逆，并且当 A 可逆时，有 

A ' 1 di&gl Aj 1 jAa 1 *- + , A ~' i ^ 


13 -设 
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A 


A t1 A ^2 
0 ^22 

其中分别是 r 级、 j 级方阵.证 明： A 可逆当且仅当与 A 22 都可逆，井且当 A 可 
逆时，有 

An 1 - A ^ A n A ^ 

0 知 1 


A 


14■设 


B - 


0 B x 
B , 0 


B - 1 


其中 JJ lt B 2 分别是 r * 级^级方阵，证明』可逆当且仅当 Bui 都可逆，并且当 B 可逆时, 
有 

f 0 B , 1 ] 

B 

15. 设 A ， B ， C \ D 都是《级矩阵，并且 = 04 ■证 明： 

A B 

=\ AD - CB I . 

C ： D 

16, 设 A ， B 分别是 s X n f nx s 矩阵 , 诋明： 

L B 


A 


L-M 


17 i 设分别是 j y n.nX s 矩阵， 证明： 

U - AB I ^\ l n - BA \. 

18 .设 A 」 dingk 人， …， M Nf L 其中〜 ，〜 ，…，是两两不同的数■证明：与 
A 可交换的矩阵一定是分块对角矩阵 diaglB ^ i ^ 其中 B , 是〜级方阵，；=1，2, 


■ d 


§6正交矩阵_欧几里得空间 R ” 


在平面上取一个直角坐标系 0 i ： v ， 设向量的坐标分别是 Ui ， h )， 
如果都是单位向量，并且互相垂直，则它们的坐标满足： 


a \ + a \ - 1 T + n 2 b 1 - 0 t 

b\ b\ - 1 , b[a.i + = 0 . 

上述 4 个等式可以写成一个矩阵等式： 



⑴ 


( 2 ) 
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因此 A 是正交矩阵. 

正交矩阵具有下列性质： 
r /是正交 矩阵； 

2°若 A 与 B 都是《级正交矩阵，则也是止交矩阵； 

3。若 A 是正交矩阵，则 A — 1 (即也是 正交 矩阵； 

4 B 若 A 是正交矩阵，则 I A 丨=1或 - 
证明 r 与 3 d 的证明很容易.现在证 V 与 
若 A 都是《级正交矩阵.则 

(AB)(ABY - AiBB^A' =观、 J ， 

因此 AB 也是正交矩阵1 

若/\是正交矩阵，则丨 aan = m ■从而 iai i/ri = um\A 

此得出 | A | = 1或- i - 

例1中，设矩阵 A 的行向量组是7^72,则 

AA f = I 


设矩阵 A 的第〗，2行分别是 J 的坐标，则由 (2) 式得 

AA ^ = /. 

根据的儿何意义，我们很自然地把这个矩阵 A 称为正交矩阵. 

这一节我们来研究正交矩阵的性质，尤其是它的行(列）向量组的特性. 
定义1 实数域上的方阵 A 如果满足 

AA ' - 7, (3) 

则称 A 是正交矩阵. 

从定义1得出，实数域上的方阵 A 是正交矩阵 
AA " = I 

^ A 可逆，并且 / T 1 = /T (4) 

㈡ A A = L (5) 

例1 判断下述矩阵是否正交 矩阵： 

cos^ - sin? 
sin^ cos 汐 

其中卩是实数. 


解 


AA ， 


cos(3 - sinfi \ / cos 沒 sin^\ 


sind coa^ 

1 0 


sin 汐 cosffj 
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( r ；,7 z ) 




7 t 

㈤ 

Tir ； 7x7i 

r 2 Y [ JiJi ] 
riri = iJiW : 

72 ri = 0 t y 2 72 : 

ii ， 当 i 


l o \ 
0 1 


r?r； lo , 当 

一般的级正交矩阵的行向量组是否也有类似的规律?列向量组呢？ 
定理1设实数域上《级矩阵 A 的行向量组为^，^，…，/^列向量组为 

(1) A 为正交矩阵当且仅当 A 的行向量组满足 

1,当 / = _/， 

0,当 i 关厂 

{2) A 为正交矩阵当且仅当 A 的列向量组满足 

f II ,当 

a ” | 0 ， ^ i ^ } . 

证明 （1) A 为正交矩阵 
A 4 y - I 


yy ； 


(7) 


⑻ 


/il 


1 0 0 … 0 1 

y ： 


0 10-0 

■ 

+ 

(y ； 

， W ， A) = 

p ■ 

■ * 

f * 



.0 0 0 ". 1 

d 

i ，当彳 =) ， 


yy, = 

:0 ，当 



(2) A 为正交矩阵 
㈡ AA = J 


Ofl 


1 0 0 … 0 

ai 

■ 

(a 】 W2, … ，0 = 

0 10-0 

: : 

» ■ 



■ 0 0 0 …1 






It 当 f , 

| o > 当/ #厂 

我们引用一个符号它的含意是 
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j 1 ， 

j k 当 / y . 

&称为 KrmiakeK 克朗内克）记号.釆用这个符号， （7) 式和 (8) 式可分别写 
成： 

yj } = ^ ,i < z ^ ； ⑼ 

ai<Xj = ^ , 1 ^ i (10) 

定理 i 告诉我们，正交矩阵的行向量组满足 （9) 式，列向童组满足 （10) 
式.这两组式子的左端都是两个 n 元有序数组的对应元素的乘积之和.这与几 
何空间中两个向量的内积在直角坐标系中的计算公式相像.由此类比，我们可 
以在实数域上的 n 维向量空间 IT 中也引进内积的概念. 

定义2 在1^中，任给 a = (£^,2 2 ，一 ，〜） J = Oi ，6 2 , …，心），规定 

(a r j3)^=aibi + a 2 6 2 + …+ aj> n , (⑴ 

这个二元实值函数 Uj ) 称为的一个内积，通常称这个内积为 R rt 的标准 

内积.（〗1) 式也可写成 . 

( a ^) = a /3\ 

容易直接按照定义验证只^的标准内积具有下列基本性质:对一切 a ，心， 
e e r 有 

r u ， 扪 = (心…，(对称 性）； 
r ( fl + y ^) = U ，々）+ ( yj )， （线性）； 

3 B ika ^) = (线性） i 

4 s Uw ) >0; 等号成立当且仅当 a = 0,（正定性） ■ 

由 r ，2°，3° 可以得出 

( i 1 ^ 1 + k 2 ci 2 ^) — ( Ofi + jfi ) + J 

{a ,k\^\ + ki^) = ij(a T /?i) + k 2 (a ， (3 2 )- 

如果是列向量，则标准内积 U ， i &) 可以写成 UJ ) = a #， 
n 维向量空间 （T 有了标准内积后，就称 R ” 为一个 欧几里得空间 - 
在欧几里得空间 F 中，向量 a 的长度 U I 规定为 

M —/ U 77). 

长度为1的向量称 为单位 向置.显然，《是单位向童的充分必要条件为 
( , a ) — 1 ■ 

容易 验证： 

I ka I ^ I ^ I U I . 

于是对于 a # 0, 有 la | _1 o —定是单位向童.把非零向童 a 乘以 laj _1 ， 称为把 
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a 单位化 T 

在欧几里得空间 IT 中，如果 Uj ) = 0,则称^与月是 正交的 ，记作 a 丄 
显然，零向電与任何向量都正交。 

欧几里得空间 IT 中，由非零向量组成的向量组如果其中每两个不同的向 
量 都正交(即它们两两正交），则称它们是 正交向 量组. 

仅由…个非零向量组成的向里组也是正交向量组 T 

如果正交向量组的每个向童都是单位向量，则称它为正 交单位向置组 + 

命题 2 欧几里得空间 IT 中，正交向量组一定是线性无关的， 

证明 设 ai , a 2 ，…， 七是正交向量组 1 设 

k^ai + 是 2 a 2 + …十= [)■ (14) 

把 (14) 式两端的向量都与1 作内积，得 

( o：i + 是 wz 十…十 — (0， a ). (15) 

由于 ( A，aJ =0,当 j 关“因此由 （15) 式得 

k.ia^ct,) = 0 ( 16 ) 

由于 A 乒0,因此(％,%)关0.从而由 （16) 式得，1 = () •其中/ = 1，2,…， . S 、 
于是 q ，〜 ，…， A 线性无关 _ ■ 

据命题2得，欧几里得空间 IT 中，《个向童组成的正交向量组一定是 
的一个基，称它为 正交基 1个单位向量组成的正交向量组称为 R n 的一个标 

准正交基 + 

例如，容易看出，…， e n 是两两正交的，并且每个都是单位向景，因 

此 ei ， h ， …，^是 FT 的一个标准正交基- 

命題 3实数域上《级矩阵 A 是正交矩阵的充分必要条件为: A 的行 
(列）向量组是欧几里得空间 R n 的一个标准正交基- 
证明 设 A 的行向量组为 h ， …，) V 则 

实数域上〃级矩阵 A 是正 交矩阵 
7J } = S tr l ^ i,j < n 

( H )= 心， 1 

㈡ ；^，?^..，，>^是『的一个标准正交基 ■ 

同理可证， A 的列向量组是 R ff 的一个标准正 交基. I 

命题3告诉我们，构造正交矩阵等价于求标准正交基*许多实际问题需要 
构造正交矩阵，于是我们要设法求标准正交基 1 

平面上给了两个不共线向董，我们很容易找到一个正交向量组/»■， 
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h 如图4 -2 所示, 


fli =仏， 



图4，2 


为了求待定系数幻在上式两边用1去作内积，得 

da ]) = ( a 2 + in ) 


从而 

因此 


(a 2 J a x ) + A(a n ai). 


(02-« l ) 


(« i ，« i ) 

^2 = ®2 


，于是 


( n ) 

(«1 


a2 ~ TP^) P 


(H) 


从几何上的这个例子受到启发，对于欧几里得空间我们可以从一个 
线性无关的向量组出发，构造一个正交向量组. 

定理4 设^^ 2 ，…， a ，是欧几里得空间 R" 的一个线性无关的向貴组 t 

令 


/3] = , 

( h ; a 2 一 


( fl 2, 卢 1) p 


( is ) 


A 


» A 
2 


(\ ， 这) 

( M ) 




则扎 t- 

证明 


，汉是正交向量组 * 并且与…， A 等价 
对线性无关的向量组所含向暈的数目 s 作数学归纳法. 


5 - 1时，即向童 组为〜 且〜关0.此时 令的二 则&是正交向量组， 
显然 ， Ui 丨 G I /3| [. 

假设 s A 时命题为真，即&，払是正交向量组，且它与 A ，…， a 等 



价.现在来看 s = A + 1 的情形I由于 
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A + l = 2 ft - (19) 

因此当时，有 

(〜,， A )= - S ( ( g 》::3) U 4) 

= («4+i ， A) — ([>+: 治 )(A ， A) =0- 

这表明玛 n 与 A 正交 ( z = 1 ，2，-_- 从 (19) 式以及 !d 纳假设可以看出，讳+ 1 
可以由…，％，^ +1 线性表出，并且表出式中& + 1 的系数为1，因此负 + 1 
关0,于是仏，…，兔, ft +1 是正交向量组，从 (19) 式以及归纳假设立即得出的， 
■”，爲，與+ 1与，…，0：6,0^ + 1等价 > 因此， i l = ♦ + 1时，命题也为真+ 

据数学归纳法原理，命题为真， ■ 

定理4给出了由欧几里得空间 R" 中一个线性无关的向量组，…， A 
出发，构造出与它等价的一个正交向量组 A ，仏，…， A 的方法，这种方法称为 
施密特 (Schmidt) 正交化过程 ，只要再将 m 中每个向量单位化，即 
令 ■ 


^ - j^-j/ 9. t i - (2ii) 

则 TjuMn 是与 q，a 2 ，…等价的正交单位向量组- 

欧几里得空间 IT 中，如果给了一个基…， a n ，则先经过施密特正 
交化过程，然后经过单位化，得到的向量组 H 2, …，〜 就是 R” 的一个标准 
正交基. 

例 2 在欧几里得空间 R 3 中，设向量组 



^ 2 


2 

= 

-1 

- 

0 


化 


1 


求与 aijff2 等价的正交单位向量组 
解首先正交化，令 


卢1 = «1， 

戸2二 ^2 - 


U 2 ，卢 1) 

TK ^~) 


2 

0 


2 



0 
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然后单位化，令 




奸 1 =万 


2 

1 

0 


吾乃 


4~5 

0J 






ft 



4 


fl 

15 


15 


f 5 


f 5 

f 5 


则 7 l , V 2 是与等价的正交单位向董组. 


习题 4,6 


1. 判断下列矩阵是否正交 矩阵: 


m 1 ^ 
2 2 


\f2 

V21 

■ ■ 

; (2) 

2 

2 


1 n 

L 2 2 , 


fl 

[2 

n 

2 J 


(3) 


f 亞 
2 




(5) 





丑1 
2 

2 J 


( 6 ) 



73 



⑺ (：-:); ⑻(： -:)■ 

2 . 求第1题中各个矩阵的行列式. 

3. 证明 ：如果 A 是实数域上 n 级对称矩阵，了是《级正交矩阵，则 T ~ } AT 是对称矩 


阵. 

4. 证明：实数域上的 n 级矩阵 A 如果具有下列三个性质中的任意两个性质*则必有第 
三个性质1正交矩阵，对称矩阵，对合矩阵- 
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5. 证明：如果 IH 交矩阵 A 是上三角矩阵，则4 — 定是对角矩阵，并且其主对角元是1 
或 -1. 

6. 在欧几里得空间 B 4 中，计算 Uj ): 

(1) ^ = (-1， 0， 3， -5)，卢二（4， 一2， 0， 1)； 

(2) “ =( 參令 .-1)，^ = (- y r - 2, 乃 ， +)■ 

7. 在欧几里得空间 f 中，把下列向貴单 位化： 

(1) & = (3， 0， - 1， 4); ⑵ a 二 （5, 1， -2， 0). 

8. 证明:在欧几里得空间 IT 中，如果。与戸正交，则对任意实数 h/， 有 h 与屮也正 
交. 

9. 证 明：在 欧几里得空间 IT 中，如果月与 a 都正交，则戸与〜，，…，的 

任一线性组合也正交. 

10+证 明：在 欧几里得空间 R H 中，如杲 a 与任意向量都正交，则《 =0. 

11. 在欧几里得空间 R 3 中，设向置组 



-11 

1 

1 

， r 


-2 

、 0 : 


0 

. - 1 , 


求与等价的正交单位向量组- 

12. 在欧几里得空间 R 4 中，设向 t 组 



1 


1 1 


r 


1 


0 


0 


0 

1 *2 "= 

1 

» = 

0 




儿 


1. 


求与等价的正交单位向量组. 

13. 设 A 是 rt 级正交矩阵，证明：对于欧儿里得空间 R " 中任一列向 Sa , 都有丨 Aa | 

= a | . 

14 . 设 A 是实数域上的 《 级可逆矩阵 ， 证明： A 可以分解成 

A = TB t 

其中丁是正交矩阵, B 是上三角矩阵，并且丑的主对角元都为正数;证明这种分解是唯一 
的， 
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同学们进人学校学习，住校生需要分配宿舍，给全校每—位住校生指定学 

生宿舍区里唯一的一个房间 - 

数域 K 上每一个《级矩阵 A ， 都有它的行列式 I Al G 
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上述不同的例子有，共同点,每个例子中都涉及两个集合，以及这两个集合 
之间的一个对应法则.由此抽象出映射的概念. 

定义1 设 S 和^是两个集合，如果存在一个法则/,使得集合 S 中每 
一个元 素心都 有集合 s ' 中唯一确定的元素6与它对应，则称/是 S 到 s ' 的 
一个映射，记作 

a* — 如 b ， 

其中6称为 a 在/下的象^称为6在/下的一个原象 . a 在/下的象用符号 

/ U )( 或扣）表示,于是映射/也可以记成 

f ( u ) = b f a € S , 

设 / 是集合 S 到集合 ^ 的一个映射，则把 S 叫做映射/的定义域，把 S ' 
叫做/的陪域 iS 的所有元素在/下的象组成的集合叫做/的值域或/的象，记 
作 /( S ) 或 Im /. 即 

f ( S ) \ f { a ) | a 6 S | = U € S ' I 存在 a G S 便 /( a ) = 

容易看出， /( S ) G S ' 即 / 的值域是 / 的陪域的子集 ■ 

设/是集合 S 到集合 Y 的一个映射，如果/的值域 /( S ) 与陪域’相等， 
则称/是满射(或/是 S 到 t 本的 映射久 显然，/是满射当且仅当/的陪域中 

的每一个元素都有至少一个原 

如果定义域 S 中不同的元素在映射/下的象也不同，则称/是单射(或/ 
是 1- 1的映射）-显然， f 是单射当且仅当从€ S ， 且 / U 〖） = /( a 2 ) 可 

以推出〜=以- 

如果映射/即是单射，又是满射，则称/是双射(或/是 5 到< 的一一对 

应),显然，/是双射当且仅当 苹亨宁 9了 t ?? 都亨哗了哼一个崢 _■ 

映射/与映射 g 称为相卩桌它相同，®噚相同，并且吋$ 

法则也相同（即 V*r e S ， 有 / U ) = ff (* r )). 

’ ‘集合 S 到自身的每一个映射，通常称为 S 上的一个变换 ■ 

集合 S 到数集(数域 K ： 的任一非空子集）的每一个映射*通常称为 S 上的 

一个函数_即，通常认为函数是陪域为数集的映射. 

陪域 S ' 中的元素6在映射/下的所有原象组成的集合称为^在/下的原 

象集，记作厂 UA )， 它是定义域 S 的一个子集1 
我们来看上面提到的各个例子 T 

分配宿舍是全校住校生组成的集合到学校学生宿舍区的所有房间组成的 
集合的一个映射■它不是单射(因为一个房间住了好几名学生）.如果学生宿舍 


区的房间都有学生住的话，它是满射. 

把数域 K 上每一个 w 级矩阵 A 对应到它的行列式 UU 是 K 上所有《级 
矩阵组成的集合 M n ( K ) 到数域 K 的一个映射，称它为行列式函数，用 det 表 
示.它不是单射(因为不同的两个矩阵有可能行列式相同），它是满射 ■ 

定义2映射 /:S — S 如果把 S 中每一个元素对应到它自身，即 e 
S , 有 fix) 二 i ，则称/是恒等映射(或 S 上的恒等变换）记作 l s . 

定义3 相继施行映射 cS — Y 和 /: S V — S ' 得到一个 S 到 S " 的映 
射，称为/与 g 的乘积(或合成），记作即 

{ fg )( a ) — f ( g ( a))^a 6 S . ⑴ 

定理1映射的乘法适合结合律.即，如果13〜5'广5/〜3'/:5" 
— S ' 则 f ( gh ) = ( fg ) h . 

证明 f ( gh ) 与(允) ft 都是 S 到 S —的 映射-对任意 a G S $ 

[ f ( gh)]a ^ f [( gh ) a ] - f [ g ( ha )], 

[( f ^) h]a - ( fg )( ha ) = f [%( ha )]. 

因此，/( ㈤ ） = 1 
注意映射的乘法不适合交换律- 
容易直接验证，对于任意一个映射 /:S — S ' 有 

fh : / 山/= /+ ⑵ 

定义4 设如果存在一个映射 W 寸 S ， 使得 

■fg 二 lu/ = ⑶ 

则称映射/是可逆的，此时称 g 是/的一个逆映射 ■ 

容易证明，如果/是可逆的，则它的逆映射是唯一的.我们把/的逆映射 

记作从 (3) 式得 

/r 1 - u ， r'f = u ⑷ 

(4) 式表明，当/是可逆映射时，它的逆映射厂 1 也可逆，并且 

二 /. ⑸ 

定理2映射 /:S — S ' 是可逆的充分必要条件为/是双射. 

证明必要性 I 设 /:S — S ' 是可逆的，则有逆映射厂 1 : 夕 — S ， 并且有 


// 1 = Is ，/ V 二 Is. 

任给 〆 e 有厂 1 (，） e s , 且 

/(广（/))，二 （,//-■)( 〆 ）= w )= 〆 ， 

因此/在 / 下有至少一个原象 r 3 ( 〆 ）， 从而 / 是 满射- 
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任给 a ^, a 2 & S T 假如 fia { ) = /( a 2 ) ，则 

rH / iaj ) =厂 u / u 2 ))， 

由于 r l ( f ( a { )) - ( r 7) Ui ) = = 〜， 同理厂^/(幻））= a2 -因 

此， = 以，从而 / 是单射.因此 / 是双射 - 

充分性.设 /:s — Y 是双射.则对于任意，6 s ' 〆 在/下有唯一的一 
个原象^此时 / u ) = a ' 令 


则是^到 s 的一个映射.并且 

( fg )( a ) = f ( g ( a )) = / U ) = 〆 ， 

因此 允 二 l、s ■ 

任取1 e 心由映射总的定义知道, g (/ u )) = ^因此 

( gf ) U ) = 〆 / ⑴卜工 + 

从而1心因此/是可逆的 1 

设 A 是数域 K 上 SX «矩阵 ，令 

a l ― ^Acr - (6) 

则 A 是 K ” 到的一•个映射■这个映射具有下列性质： K\k K , 
有 

A(a + /3)= AU + 戶 ）= Aa + = AU) + A(/3 )， （ 7) 

A(ka)^ A(ka) = k(Aa) = MU). ⑻ 

前一条性质叫做 4 保持加法，后一条性质叫做 A 保持数量乘法■由此抽象出 

下述 概念： 

定义 5 到 f 的一个映射。如果保持加法和数量乘法，即€ 
K\k € K , 有 

ff(a + jS ) = ff ( a ) + £7(3)， （9) 

tf(jfea) = ka(a), (⑻ 

则称 J 是到 iT 的一个线性映射 ■ 

用 (6) 式定义的映射 4 U ) = Aa 就是到化的一个线性映射■这个线 

性映射很有用 * 

事实 1 n 元线性方程组 AX = 0有解 
o 存在 y G K 11 ， 使得 Ay - /? 

存在7 € K ' 使得 A (7) = 3 
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/3 ^ ImA, 

由事实 1 得 

事实 2 设 A 的列向量组是则 

/3 0 ImA 

㈣ 线性方程组 AX = / S 有解 

因此 ImA = Uuw 上 （11) 

即，线性映射 4 的象(值域）等于矩阵 A 的列空间，从而〖1^4是 K 的一个子 

4 4** P < ■ ► ■琴 

空间. 

事实3 设齐次线性方程组 AX 二0的解空间是 W JIJ 

7 e 祝 
At; = 0 
4( rj ) = 0. 

由此受到启发，引出下述概念. 

定义 6 设 a 是 K w 到 P 的一个映射，考虑的一个 子集： 

U G K 卞 U ) = 0 !, 02 ) 

称这个子集是映射 c 的核，记作 Ker ^ 

容易验证，如果 0 是尺〃到^的一个线性映射，则 Ker c 是的一个子空 

f 对子线性映射 4 U ) = Aa ， 从上述讨论得 

76 W 
A(^) - 0 
7} £ KerA . 

因此 KerA - ^3) 

即，线性映射4的核等于齐次线性方程组= 0的解罕哼- 
试问 ： dim KerA 与 dim ImA 有什么联系？ 

由于 dim W - n - rank ( A ) dim W = dim KerA > 
rank ( A ) = dirrtU ! ，，…， a „) = dim ImA , 

因此 

dim KerA 十 dim 1 mA - dim . (14) 

(14) 式是一个重要的公式.注意 KerA 是 JT 的一个子空间，而 ImA 是化的一 
个子空间，它们的维数却被公式 (14) 联系起来 f ， 这是一个多么漂亮的公式！ 
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习题 4.7 

1. 判别下列对应法则是否为 R 到自身的映射?是否单射？是否满射？ 

(1) JC ' —^; (2) x i — 

(3) j-' — *2^ i (4) x ' — r 

2. 设 — — 证明：如果/和 g 都是单射(满射），则紅也是单射(满 

射) ■ 

3. 设, — S ' tS — S ' 证明 ：如果/ 和 g 都是可逆的，则是可逆的，并且 
有 

U/) _l = TV 1 

4-设 S 是一个有限集合.证 明：如 果映射 /:S + S 是单射，则/ 一定是双射 「 

5. 证明： 一个有限集合到它自身的满射一定是双射> 

6. 设 S 和夕是两个有限集，如果存在 S 到 S ' 的-.个双 射广则 | S | = | S ； | r 
7■设 

3 fl 2 1； 

A 二 - 1 2 1 3 ■ 

.12 5 5, 

令 

A(a) = A ttl ¥a ^ K 4 . 

(1) 求 ImA 的维数和一个基； 

(2) 求 Ker A 的维数和一个基. 


应用与实验 课题: 区组设计的关联矩阵 


本章开头讲了对于 7 个水稻品种如何安排试验田来比较它们的优劣■这 
是区组设计的一个最简单的例子.一般地，—个区组设计是把 u 个不同的对象 
编进 6 个区组里的一种安排方法，要求满足下面两个条件： 
r 每个区组恰好 包含々 个不同对象( 2 < i < tO ; 

T 每两个不同的对象一起恰好出现在 A 个区组里 + 

一个参数为 （々， A ) 的区组设计可以用一个 rx &矩阵从来表示，其 


中 




def 


当对象兄出现在区组马里， 
否则+ 
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这个矩阵 M 称为区组设计的关联矩阵. 

利用关联矩阵坷以研究区组设计的性质. 

1. 设 JW 是参数为 U 的区组设计的关联矩阵 . 证明： M 的每一 

列元素的和(简称为列和） 都等于的每两行的内积等于 A . 

2. 设 JW 是参数为的区组设计的关联矩阵. 证明： M 的每一 

行元素的和(简称为行和） 是个常数,它等于把这个数记作 r . 

3. 证明： 参数为 j ， A ) 的区组设计必满足 

A ( V - 1) = r(k - 1) ， Vf = bk ■ 

4. 设 M 是参数为 ( v 九 r 、 kA ) 的区组设计的关联矩阵.求 
MM ' , | MM " | ， Tank(iVfAO ■ 

5. 证明：参数为 6， r ， A ，；0 的汲组设计必满足 

v b ■ 



第 5 章矩阵的相抵与相似 


从第1章至第4章，我们多次使用了矩阵的初等行变换或初等列变换 . 如 
果一个矩阵 A 经过初等行、列变换变成矩阵 B ， 则我们称 A 与 B 是相抵的. 

设 A 是数域 if 上一个《级矩阵， P 是数域 i (上一 个《级可逆矩阵,我们称 
A 与是相似的， 

本章来讨论矩阵的相抵关系与相似关系.首先，我们将在第1节一般地讨 
论集合的元素之间的关系+ 


§1等价关系与集合的划分 

为了考虑集合的元素之间的关系，我们首先引进一个概 念：设 S ， Af 是两 
个集合，下述集合 

\(a y b)\a € S,h e Ml 
称为 S 与 M 的笛 卡儿积 ，记作 S X JW . 

北京大学数学科学学院的本科生，在二年级上学期要分配到各个系.用 S 
表示当年北大数学学院二年级所有本科生组成的集合，分别用 S ^ S 2 ， S 3 , 
S 4 ， S 5 表乐分配到数学系，概率统计系，科学与工程计算系，信息科学系，金融 

数学系的学生组成的集合，它们都是 S 的子集.我们来考虑 S 的元素之间的 
一种关系 ：系友 (指分在同一个系）.显然 S 里的两个学生要么是系友，要么不 
是系友，二者必居其一，且只居其一.如何用数学语言刻画这一关系?对于 a ，占 
e s , 我们有 

a 与 b 是系友 

㈡ (a f b) £ ( S , x S,) U ( S 2 x S 2 ) U ( S 3 x S 3 ) U ( S 4 x S 4 ) U ( S 3 x S 5 ) 
㈡ (a.b) € U(S, x S : ), 

(=i 

令 w 二 UCS , X $)- 显然 W 是 S X S 的一个子集.由上述知道 

( a 与 A 是系友 ^(a 9 b) 6 

于是我们干脆把 W 叫做系友关系.由此抽象出下述 概念： 

定义1 设 S 是一个非空集合,我们把 s X S 的一个非空子集 W 叫做 S 
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上的一个二元关系•如罘 U ，6) € W ， 则称 a 与6有 W 关系； 如果 U 3) 氏 
W ， 则称 a 与6没有 W 关系 . 当 a 与6有 W 关系时，记作或记作 a — 
上述例子中， S 上的系友关系具有反身性 U 〜 a )， 对称性 U 〜 

6〜 a ) ，传递性 ( a 〜6丑6 〜 c a — c ) ■由此抽象出下述概念： 

定义2集合 S 上的一个二元关系〜如果具有下述 性质： Va ， fr，re S ， 
有 

r a 〜 a (反身性）， 

T a 〜 h 夺 b 〜 a (对称性）， 

3 fr a 〜 A 且6 ~ c a 〜 c (传递性）， 

则称〜是 S 上的一个等价关系. 

设〜是集合 S 上的一个等价关系，对于 a e S ， 令 

a === I jt € S 〜 a 丨， 

称 a 是由 a 确定的 等 价类. 

事实 1 a e 二于 是也把^称为 a 的等价类- 
事实2 x a ^=> j ： ~ a , 

事实 3 : r ， y 属于同-。个等价类 

x ^ a 
jt ~ a 且 -V 〜 a 
—^ x y . 

反之 ，: t y ^ y T 与: y 属于同一个等价类- 

事实 4 x = y 尤〜； y - 

证明 必要性由事实3立即得出. ^ 

充分性.设 i 〜，任取 c e 则 c 〜 jr + 从而 c 〜 . v ■因此 c G 殳这表明 

: rGi 由对称性得 y ~ l 由刚刚证得的结论得因此 [ = ， ■ 
定理1 设〜 是集合 S 上的一个等价关系，任取 a ，6 6 S ， 则 a 与石或 

者相等，或者不相交(即以 n 6 - 0) - 

证明 如果我们来证 a (15 二0,假如 r G 5 Pi L 则 rG S 且 

c ^ 于是 c 且■从而 a 〜据事实 4 得 ， a = S ■矛盾. I 

定义 3 如果集合 S 是一些非空子集$(/6 J , 这里 J 表示指标集）的并 

集,并且其中不相等的子集一定不相交，则称集合 

isji e n 


是 S 的一个划分，记作 k ( S ). 

定理2设〜是集合 S 上的一个等价关系，则所有等价类组成的集合是 
S 的一个划分，记作^ ( S ). 
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证明 有因此 S = U ; 据定理1得，如果=參 则二 

n I = 0 .因此所有等价类组成的集合是 s 的一个划分 T I 

在整数集 z 上定义一个二元关系 如下： 

a 〜6 0 a 与6被7除所得余数相同 
此时称 a 与6模7同余，记作 a 三6 (mod 显然模7同余是 Z 上一个等价关 

系.共有7个等 价类： 

OJJJ J f 5,6. 

它们组成的集合是 Z 的一个划分.我们也把它们组成的集合称为^对于模7 

同余关系的商集，记作 Z /(7) .即_ 

Z/(7) ^ 10 J t 2,3, 4,5,6|- 

一般地 ，有 

定义4 设〜 是集合 S 上的一个等价关系.由所有等价类组成的集合称 

为 S 对于 关系〜 的商集，记作 S / 〜. 

集合 S 的商集 S / 〜与 S 的划分 7 T 〜 （ S ) 是同一个集合的两种说法■在不 

同的场合使用不同的说法* 

注意 S 的商集 S / 〜 里的元素是 S 的子集，不是 S 的元素 ■ 


习题 5.1 

L 在平面 S (点集）上定义一个二元 关系： 

dcf 

pa 卜 力）〜 込 ue za % - 力 e z ’ 

证明：〜是 s 上的一个等价关系 ■ 

2. 在平面 s (点集）上定义一个二元关系： 

p^Q 与 Q 位于同一条水平线上(与 I 轴平行或重合的直线）证明：〜是 S 

上的一个等价 关系； 商集的元素是什么？ 

3 T 设3 = U . hd ， 问有多少种划分? S 有多少个不同的商集？ 

4. 写出 Z 对于模3同余关系的商集 Z /(3) + 

5. 写出 Z 对于模 2 同余关系的商集 Z /( 2 )， 它的元素是 Z 的什么样的子集？ 


§2矩阵的相抵 


第一章§ 1中我们指出，任一矩阵 A 经过初等行变换能化成简化行阶梯 
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形矩阵 J . 如果对 J 再施行初等列变換，那么能变成什么样的最简单形式的矩 
阵?让我们看一个 例子： ^ 


A 


1 3 - 2 、 


1 () 1 


1 0 0 

- 1-2 1 

- ， 

0 1-1 

-^ 

0 1 0 

, 2 -4 6 , 


0 0 , 

1 

0 0 0 , 


最后这个矩阵非常简单，把它写成分块矩阵的形式就是 

h 0 
0 0^ 

把一个矩阵经过初等行(列）变换化成最简单形式的矩阵，将使许多问题 
的研究变得简单明晰.本节来仔细讨论这一问题. 

定义1 数域 K 上的矩阵 A 如果经过一系列初等行变换和初等列变换 

变成矩阵 fJ , 则称 A 与 S 是相抵的，记作 

从定义容易看出，相抵是数域尺丄所有 sx n 矩阵组成的集合 
个二元关系，它 满足： V AW & M ^( K ), 有 

柑抵 


V 

r 


(反身性）; 


A - A 

A ^ B^=^B A (对称性) ; 

相抵 , 相抵 ^ a 梅抵^ 

A 〜 B 且 B — C ^ A 〜 C 


(传递性广 


因此，相抵是上的一个等价关系■在相抵关系下，矩阵 A 的等价类 
称为 A 的相抵类， 

事实1 数域 K 上 s x «矩阵 A 与 B 相抵 
4=^ A 经过初等行变换和初等列变换变成 B 

W 存在 K 上 s 级初等矩阵 AA 与《级初等矩阵 QmQz ， …， 
a „ ，使得 

P. -P^^AQ.Qr-Q^ - B 

㈡ 存在 fc 上 s 级可逆矩阵 P 和《级可逆矩阵使得 

FAQ = B. ⑴ 

定理1 设数域 K 上> x n 矩阵 A 的秩为 r ■如果 r > 0,则 A 相抵子下 

述形式的矩阵 

卜°'， ⑵ 

、0 0 J 

称矩阵 (2) 为 A 的相抵标准形;如果 r =()，则 A 相抵于零矩阵，此时称 A 的 

相抵标准形是零矩阵. ^ 

证明设 r > 0.则 A 经过初等行变换化成的简化行阶梯形矩阵^有^个 
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非零行，再经过一些适当的两列互换，可以变成下述形式的矩阵 A : 


1 ()()■“（） … 

0 1 () …0 c 2 , r+1 

V * 
p 

V * 

0 0 0…1 cy r+i … c rtJ 

0 0 0 … 0 0 … 0 

* 1 

» ■ 

r * 

0 0 0 … 0 0 … 0 


⑶ 


把夂 的第1列的 -q, r+] ，，.. T - c ln 倍分别加到第 r + 1，…， n 列上;接着把入 
的第2列的- o ， r+l ，…， - 倍分别加到第 r + 1，…， W 列上；…;最后把 /i 
的第 r 列的- t> r +1 ^倍分别加到第 r + 〗， …^列上，便得到下述形 

式的矩阵： 


因此, A 相抵于这个矩阵， 

相抵 

如果 r = 0，则 A = 0■从而 A — 0. ■ 

定理 2 数域 K 上两个 s x „矩阵 A 与 B 相抵当且仅当它们的秩相等1 
证明 必要性.设 A 与 S 相抵，则 A 经过初等行变换和初等列变换变成 


B. 从而 A 与 B 的秩相等. 
充分性■设 nmk(A) = 


，相抵 

A 〜 


rank(B) = r, 如果 r > 0,则 


0 

栩抵 

1 0 

0 0: 

, B 〜 

0 0』 


从而 A — B ■如果V = 0,则 A = S = 0■从而 A 与 B 相抵. _ 

从定理2看出，同一个相 抵类黾 的矩阵有相同的秩,并艮秩相同的矩阵在 
同一个相抵类里.因此有下述结论： 

推论3 M, Xn 中 + 对于0< rgminU.r^， 秩为 r 的所有矩阵恰好组成一 
个相抵类+从而—共有 I +mini，,7H 个相 抵类. ■ 

特别地 ，M ri (K ) —共有” + 1个相抵类. 

由于同一个 相抵类 里的矩阵有相同的秩，因此我们称矩阵的秩是相抵不 
变量.又由于秩相同的矩阵在同一个相抵类里,因此矩阵的秩琴孛毕寧了相抵 

类 . 从而我们称矩阵的秩是相抵关系下的完全不变量. 

一般地 ，设〜 是集合 S 上的一个等价关系,一种量或一种表达式如果对 
于同一个等价类里的元素是相同的+则称这种量或表达式是一个不变置，恰好 
能完全决定等价类的一组不变量称为完全不变置* 
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从事实1和定理1立即得到 

推论4 设数域 K 上 sXn 矩阵 A 的秩 r >0，则存在尺上的3级、/7级 
可逆矩阵使得 


A 二 P 




把矩阵 A 表示成 (5) 式是非常有用的 


⑸ 


习题 5.2 


1. 求下列矩阵的相抵标准形: 



K 1 - 1 3' 


:1 - t 3 2 1 

⑴ 

- 2 3-11 

:; (2) 

- 2 3-11 5: 


,4-5 17, 


. 4 5 17 3, 


t -2 
⑶ - 3 6 


{ 2 - 4 J 

2. 判别下列两个矩阵是否相抵 L 


1 -1 - 3 1、 


1 3 -2 Q 

1-1 2 - 1 

’ 

3 - 2 0 1 

.4-4 3 - 2, 


,4 1 - 2 1 — 


3,设 S X ti 矩阵 A 的秩为 r(r > 0>.证明 ：存在 f X r 列_秩矩阵 A 与 r x ri 行满秩 


矩阵 tii ，使得 

A — Pi Q !- 

4 . 证明：任意一个秩为 r(r > 0) 的矩阵都可以表示成 r 个秩为1的矩阵之和 ■ 

5. 设分别是、 X X m 矩阵,证明： 

rank ( AB ) ^ rank ( A ) + tfink ( B ) - n 

61设 C: 是 s X r 列满秩矩阵， D 是 r X 行满秩矩阵■证 明: ratik(f:D) 二 r. 


§3广义逆矩阵 

本节介绍矩阵的相祗标准形的一个重要应用. 

我们知道，线性方程组 AX =心如果它的系数矩阵 A 可逆，那么它有唯 
一解，并且用解矩阵方程的方法吋写出这个解的简洁漂亮的公式： 

X - A 一 


⑴ 
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现在要问 :如果 A 不的逆，但是 AX = 有解，那么它的解能否用类似于 (1) 式 
那样的简洁公式表达?为此我们先来分析可逆矩阵 A 的逆矩阵的性质，以 
便受到启发. 

如果 A 可逆，则有 

AA" 1 = L (2) 


在 (2) 式的两边右乘 A, 得 


AA _1 A = A. ( 3 ) 

( 3 ) 式表明是矩阵方程 AXA = A 的一个解 . 容易看出，当 A 可逆时，矩 
阵方程 AXA = A — 定有解， E 解是唯一的，即为 A — 1 . ( 理 由：当 A 可逆时，在 
AXA = A 两边左乘 A 1 ， 右乘 A ^ 得叉 = A_M 

从上述受到启发，当 a 不可逆时，为 r 找到 /T 1 的昝代物，应当去找矩阵 
方程 AXA = A 的解 . 问题 是 : AXA 二 A — 定有解吗？ 

定理 1 设 A 是数域 K 上 +v x n 非零矩阵，则矩阵方程 

AXA - A ( 4 ) 


一定有 解如果 rank(A) 二，，并且 


A = F 


0 Oj 


Q , 


其中 P,Q 分别是 K 上级、 n 级可逆矩阵，则矩阵方程 (4) 的通解为 


X - Q 


/, B 
r n 


⑸ 

⑹ 


其中分別是数域 K 上任意的 r X ( i - - r),(n - r ) X rAn - r ) X 
(5 - r ) 矩阵， 

证明如果 X = f ； 是矩阵方程( 4 )的一个解，则 

AC;A = 尤 ⑺ 


把 (5) 式代人 (7) 式，得 

[0 


QGP 

0； 



上式两边左乘右乘 Q _1 , 得 




0 


QGP 


0 0 


把 QGP 写成分块矩阵的 形式: 





ri/H 

卿 ％ -Me 


B \ 

Di 


⑻ 




代人 ( 8 ) 式得 


I Ol !H B \| J r 0 

0 0 He Dio 0 


0 0 


H 0 


由此得出 ， H 于是从 ( 9 ) 式推出 


( 10 ) 


i u 1 

G = Q 1 P~ l . 

C D 


( 11 ) 


下面我们来证 :对于任意的 r X G - r)，（ n - r)x r.( n - r ) x (s - r ) 
矩阵由 （ 11 ) 式给出的 G 确实是矩阵方程 AXA = A 的解+用 G 代替 
X 后,方程的左边为 

(Ir 01 01 ^ 


AGA = P 


QQ 


C D 


P. l P 


尸 MMh. 0 卜 

0 0 C D O 0 


而方程 ( 4 ) 的右边也是 A ， 因此 G 是矩阵方程 ( 4 ) 的解-这样我们就证明了矩 
阵方程 AXA 二 X —定有解，井且求出了它的通解是 ( 6 ) 式所表示的矩阵 * ■ 
定义 1 设 A 是数域 K 上 5 x «矩阵，矩阵方程= A 的每一个解 
都称为 A 的一个广义逆矩阵，简称为 A 的广义逆，记作 A ' 

从定义 1 得出，对任意一个 A _ ，都有 

AA " A = 02 ) 

从定理 1 得出，当 A 尹 0 时,设 rank ( A ) = ~且 


— T 


>且 


a = r 


C D 


\p-\ 


(13) 


从定义 1 得出，任意一个 h x s 矩阵都是 0 ^ 
现在用矩阵的广义逆来讨论线性方程组的解. 


的广义逆矩阵 
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一个线性方程组有解时.称它是相 容的; 否则称它是不相容的. 

定理 2( 非齐次线性方程组的相容性定理）非齐次线性方程组 AX =月 
有解的允分必要条件是 

fi 二 AA _ 卜 (H) 

证明 必要性.设 AX 二 i ? 有解 t 则对任意一个 A ' 都有 


^ = As = AA" Aa - AA' 

充分性.设声= AA —戸， 则 A . 是 AX 二沒的解. I 

定理3 (非齐次线性方程组的解的结构定理）非齐次线性方程组 AX 二 

/?有解时,它的通解为 

X = A' j 3 , ( 15 ) 


其中 A - 是 A 的任意一个广 义逆. 

证明 设/是 AX 二月的一个解，则 A 7 = 化我们要找一个 A ' 使得 7 
A " 尽关键是在 A - 的表达式 (13) 中选取合适的 B ， C ， a 设 


0 0 


Q , 


(16) 


则 

[l r 0 | 

P Qy 二卜 

10 oj 

从而 

〆 « 

lr %” P~ x fi (17) 

lo oj 

为了求 r 的表达式,先来求 Qy 的表达式.把 Qy ， P _1 iS 写成分块矩阵的形式: 


' Vi 1 

lr ， p _1 /? = 

2, 


- r 



代人 (17) 式得 


l ol 


Yi 



.0 0, 






(18) 


(19) 


由此得出， Yi = Z ]t 0 = Z 2 . 

还需要写出匕的表达式 + 由于/3关0,因此0-从而&关0.设 
2] =(心，，"，0'其中1关0 + 在^^的表达式 (13) 中，取 C 为 

C = (0,…， 0，i, 】 Y: ，0,… j 0) ， 


卵 


( 20 ) 
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于是 

由此得出 


CZ, - 



二 h 


Q 7 




4 ， 


飞 0〕 






' 

c 0, 


.0. 



( 21 ) 


其中 A _ 的表达式 (13) 中川二 0 ，D = 0, C 由 （20) 式所给这证明了线性方 
程组 A ^( 二戸 的任意一个解7可以写成 


y ^ A~ (i 

反之，对于任意的 A _, 由于 AX = 0有解，据定理2得， A / Ti 5, 因此 


h _ 卢是 AX =分的解 

综上述得，= /9有解时，它的通解是 


X ^ A~ (i, 

其中 A _ 是 A 的任意一个广义逆 ■ 

从定理3看出，任意非齐次线性方程组^有解时，它的通解有简洁 
漂亮的 形式: X 二 A - ，这与 A 可逆时 ， AX = jS 的唯一解为 X = A - 1 # 相媲 

美. 

一般情况下，矩阵方程 A 兄4二 A 的解不唯一，从而 A 的广义逆不唯一. 
但是有时我们希望 A 的满足特殊条件的广义逆是唯一的+这就引出下述概 
念. 

定义2 设 A 是复数域 L.V X «矩阵，下述矩阵方程组 

AXA = A , 

XAX = X, 

I ( AX )^ = AX , 

,(豆)〜 XA , 

称为 A 的 Penrose 方程组，它的解称为 A 的 Moore « Pen _ 广义逆，记作 A 、 
可以证 明：对 于任意复矩阵 A ， Pe nro 3 e 方程组一定有解，而且解是唯一 
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的，因此 A 此广义逆存在且唯一.我们把证明写在《高等代数学 
习指导书（上册)》里1 


习题 5.3 

1. 设 A 是数域 K 上 a x n 矩 阵证明：如果 A 行满秩，则对于 A 的，任意.-个广义逆 
A' 都有 

AA'- / 5 . 

2. 设 A 是数域 n 矩阵.证明 ：如果 A 列满秩，则对十 A 的任 意一个 广义逆 A ' 

都有 

A - A - J H - 

3. 设 A 是数域 1 C 上 s x n 矩阵，证明 ：如果 A 行满秩，则对于 K 上任意 一个 、 x ft * 矩 
阵艮矩阵方程 AX = B 都有解，并且找出它的 些 解- 

4设 A 是数域 K 矩阵.证明：如果 A 列满秩，则对于 K 上任意一个 mx n 矩 

阵 H , 矩阵方程兄4 = H 都有解，并且找出它的一些解. 


§4矩阵的相似 

设 A 是方阵，你能求出 A Wi 吗?如果有可逆矩阵 P - 使得 P~ l AP - D, 并 
且 ET 容易计算，则 

A 771 = (PDF -1 )" = (PDP [ )( PDP ~ ] )- (PDP [ ) - PD m P ~ [ . 

于是 A ffl 也就比较容易计算了. 

为了寻找较简单的矩阵 DOT 容易计算），就需要研究形如的矩 
阵.为此我们引出下述概念. 

定义1设 A 与 B 都是数域 K 上《级矩阵，如果存在数域 K 上的一个《 
级可逆矩阵 P, 使得 

P^AP - J3, (4) 

则称 A 与 B 是相似的，记作 A 〜 B. 

从定义容易得出，数域 K 上打级矩阵之间的相似关系具有下列性质： 

r 反身性，即任一 n 级矩阵 A 与自身相似； 

T 对称性，即如果 A ~ BM B - A; 

3 # 传递性，即如果 A 〜 B，B ~ C Jlj A ~ C. 

因此，相似是数域 K 上所有 《 级矩阵组成的集合 M„(JO 上的一个等价关系 
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在相似关系下， A 的等价类称为 A 的相 似类， 

矩阵的相似对于矩阵的运算具有下面的 性质： 

命题 1 如果 = P ' l A t P , B 2 = P _ i A 2 P t 则 

万,+ B 2 = F '(Aj + A 2 ) P , 

B { B 2 = P - 1 ( A ] A 2 ) P . 

B 7 = 其中 m 是正整数. 

证明直接计算可得结论. ■ 

相似的矩阵有许多共同的 性质： 

1 D 相似的矩阵其行列式的值相同. 

证明设 A 〜 B ， 则存在可逆矩阵 P ， 使得 P' l AP = B ■从面 | B | 
= IP - 1 API - \ P ~ ] \ I A | \ P \ = | P!-'I A | \ P \ = jAj . I 

2。相似的矩阵或者都可逆，或者都不可逆;并且当它们可逆时，它们的 
逆矩阵也相似 - 

证明 由性质 r 即得结论的前半部分， 

现在设 A 〜 B ， 且 A 可逆+则有可逆矩阵使得 P _1 AF - B ■从面 

B ~ ] - ( P _1 AP)" J = P _1 A _1 P . 

因此 A — 1 〜 B ~ ] . ■ 

r 相似的矩阵有相同 的秩- 

证明设 A 则有可逆矩阵 P ， 使得厂 MPt B ■从而 A 与 B 相抵， 

因此 A 与 S 的秩相等. 1 

71 级矩阵 A 的主对角线上元素的和称为 A 的迹，记作 tr(A). 


矩阵的迹具有下列 性质: 


tr{A + B) - tr(A) + tr(B); 

(5) 

tr{ M) = ^tr( A); 

(6) 

tr( AB) = tr( BA}. 

(7) 

(5),(6) 式是显然的 . （ 7) 式的证明如下： 


设 A 二 (a r; ),B = (\).则 


n ^ 

tr( AB) = ^ {AB)( z ; i) = 

c = i ? -1 k = i 



B n ^ 

tr(M)= J^(BA)(k;k) = S ( 2 ^ ) = S(SaA )， 

t = i 卜 i a = t 1 

因此， tr(AB) = tr(BA). 

4° 相似的矩阵有相同的迹 + 
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证明设 A 〜 月，则有可逆矩阵使得尸 Map 二 反于是 
Xr(B) = tr(P _1 AP) = tr(F _1 (AP)) - tr((AP)P _1 ) = tr(A), I 
性质表明 ^ 级矩阵的行列式，秩，迹都是相似关系下的不变量， 
简称为相似不变量. 

本节开头的例子里，如果 A 能相似于一个比较简单的矩阵替如说对角 
矩阵 D , 则 A ™ 就容易 计算了 ，是不是任何一个方阵都能相似于一个对角矩 
阵？当能够相似于对角矩阵时，如何找可逆矩阵 

数域 K 上的 n 级矩阵 A 相似于对角矩阵0 = di 叫 UhA ]， …，; 

存在数域 K 级可逆矩阵 P 二（〜，〜,."，〜），使得 


P-'AP - D 


即 AP =打） 

即 AUpa 2 ， …， a w ) 二 （ h , a 2 ， …， a n )D 
即 （Aq ， Aot 2 ，..、 = Up 卜 A ^， …， 

^ K fl 中存在 n 个线性无关的列向量 ，…， 〜.使得 
Aa ■二 A [ a , Aa2 ^ ^2 a 2 » Vl > r? = ■ 

于是我们证明了 

定理 2 数域 K 上的《级矩阵 A 能够相似于对角矩阵的充分必要条件 
是: 中有^个线性无关的列向董 an a 2 .…，^，以及 K 中有个数 A t ， A 2 , 
■“ ，夂 ，使得 

Aa\ — Ai^i ， A(?2 r ; 义 2 。 2， ■’ ， ■ (矜) 

这时，令 P = ( 04 ，〜，•”， ff n )， 则 

P j AP = 鈿 gUh a 2 , … ，； U. I 

如果一个„级矩阵 A 能够相似于对角矩阵 D ， 则称 A 可对角化 ，把对角矩 
阵 D 称为 A 的 相似标准形. 

定理2告诉我们，找可 逆矩阵 使得厂 1 AP 为对角矩阵，关键是找出" 
个线性无关的向量 A 〜，它们满足 ( K ) 式■下一节我们将介绍如何求 

这些向量. 

习题 5.4 


1证明 ：如果 A 〜则 M 〜奶， A ’ — if . 
1， 证明 ：如果 A 可逆，则 AB 〜 BA. 

3 . 证明：如果 4 〜 A ， A 2 - B 2 , 则 
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广 n ) J Bl °v 

10 A ,) \() B z j 

4. 证明 ：如果 A 勻 iTnJ 交换，则与尸…尸也可交换. 

5. 设 / U) = 卜…~ 是数域 K 上的一元多項式 ，迓 A 是数域 K 上的 

n 级矩阵，定义 

f { A ) ' a。I ci[A + ■■■ ^ - 

显然 j ( A ) 仍是数域 K 上的一个 n 级矩阵,称 /( A ) 是矩阵 4 的多项式 t 证明 ：如果 A 〜 
汍则 /M) 〜 f { B) r 

6. 证明 ：与单 位矩阵丨相似的矩阵 只有/ 自己- 

1 ‘ 证明：与数量矩阵 H 相似的矩阵只有 W 自己1 

8. W 明 ：如果 A 可对角化*则乂〜 A' 

9, 证明：如果数域 K 上的”级矩阵满足 

AB - BA ^ A , 


则 A 不可逆. 

1 (). 证明 ：与幂 等矩阵相似的矩阵仍是蒂等矩阵- 

11 . 证明： 与对合矩阵相似的矩阵仍是对合矩阵. 

12, 方阵 A 称为* 零矩阵 ，如果 A 的某 个正 整数次幕等于零矩阵，使 = 0成立的最 
小 正整数/称为 A 的*零指数，证明 ：与幂 零矩阵相似的矩阵仍是幂零矩阵,并且其幂零指 

数相同. 


§5矩阵的特征值和特征向置 

上一 节最后，我们指出，对于一个 n 级矩阵能不能找到 一个” 级可逆 
矩阵尸，使得 p - iAP 为对角矩阵，关键在于能不能找到《个线性无关的向量 
9 cr 2 ，…： r ' 满足 

Aff I = A 1 1 1 Aff 2 ~ …， T 

在几何中，在物理，化学，生物学等学科中，都会提出是否有向量 a 满足 

A ff = Aa 的问题.于是我们抽象出下述概念 ■ 

定义1设 A 是数域 K 上的《级矩阵，如巣 K n 中有非零列向童心使得 

Aa - ,11 A 0 G K , ⑴ 

则称；^是 A 的一个特征值，称 c 是 A 的属于特征值的一个特征向置. 
例如，设 
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A 0 是多项式 A 2 - 5 A + 6的一个根1 

我们把多项式； I 2 - 5 A + 6称为矩阵 A 的特征多项式.它是怎么得到的?从 (2) 
式受到启发，有 

〜2 ， 

= A — 5 A + 6 ■ 

A - 4 

因此矩阵4的特征多项式是 \ XI - A \. 于是从上面的推导过程 得出： 

义 & 是 A 的一个特征值 w 是 A 的 属于、 的一个特征向量 

d 是 A 的特征多项式 | AJ - A | 在 K 中的一个根， 

是齐次线性方程组 U n I - A)X = 0的一个非零解 ■ 

上述推导过程对于任意《级矩阵 A 电适用 .因此我扪有 
定理1 设4是数域 K 上的 n 级矩阵，则 

(1) %是 A 的一个特征值当且仅当、是 A 的特征多项式 |AJ - A | 在 K 
中的一个根； 

(2) a 是 A 的属于特征值％的一个特征向置当 J 1 仅当《是齐次线性方程 

组 (U - A)X = 0的一个非零解. I 

A =(〜）的特征多项式 Uf - Al 写出来就是 

A - a [{ ~ a i2 … "" a in 

- a 2 \ 2 _ Cl 22 … _ a 2 n 

AJ - AI = . 

* 

« 謬 

- a Tl[ 一 、 2 … A _ 

于是,判断数域尺上《级矩阵 A 有没有特征值和特征向量，如果有的话， 
求 A 的全部特征值和特征向量的方法如下： 

第-步 ，计算 A 的特征多项式 - A | ; 

第二步，判别多项式 -a | 在数域 K 中有没有根■如果它在 K 中没有 
根，则 A 没有特征值，从而 A 也没有特征向 量如果| Af - A | 在 K 中有根，则 
它在 K 中的全部根就是 A 的全部特征值，此时接着做第三步* 

第三步，对于 A 的每一个特征值求齐次线性方程组= 0的 
一个基础解系■于是 A 的属于冬的全部特征向量组成的集合是 
Ul 力十左2仏+…十是 I 是1，务2,…，^ G K ， 且它们不全为 Ot . 

设; I ,是 A 的一个特征值，我们把齐次线性方程组 ( A / - A)X = 0的解空 
间称为 A 的属于七的特征子空间■它的全部非零向量就是 A 的属 于冬 的全部 
特征向童.注意:零向量不是特征向量< 

例1 设 
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= (A - 3)(A 2 + 3A - 18) = (A - 3) 2 U 十 6), 
因此 A 的全部特征值是 3( 二重），- 6. 

对于特征值夂解齐次线性方程组 (31 -A)X = 0： 


1 2 

-2' 


1 

2 

-2 

2 4 

m 4 

— > 

0 

0 

0 

_ 2 — 4 

4, 


、0 

0 

0, 


它的一般解是 

Xy = - 2 jc 2 + 2. r 3 , 工2 ， 是自由未知童. 
从而它的一个基础解系是 



二 r 


2' 

= 

1 

, fl 2 = 

0 


、 0, 


丄 


因此 A 的属于3的全部特征向量是 

I ^ j + I J ^2 ^ K ， 且是2不全为 0 L 

对于特征值 -6, 求出齐次线性方程组 （- W - d)X = 0的一个基础解系 

为 


1-2 J 

因此 A 的属于 - 6的全部特征向童是 

\ k 3 a 3 \h ^ K 且心尹⑴ ■ 


例 3 设 




如果把 A 看成实数域 R 上的矩阵 , A 有没有特征值?如果把 A 看成复数域 C 


上的矩阵，求 A 的全部特征值和恃征向童. 


解 



= A ^ _ 2 A + 2. 

A - 1 


由于判别式 i 二(-2) 2 -4 - 1.2=_4<0,因此 A 2 -2 A +2 没有实根，从 
而实数域上的矩阵 A 没有特征值. 

A 3 -2 A + 2两个虚根是1 + _ i . 这就是复数域上矩阵 A 的全部特征 


值. 

对于特征值1 + i ， 求出齐次线性方程组 [(1 + 0/- A]X = 0的一个基础 
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解系为 



因此 A 的属于1 + i 的全部特征向量是 

G C , 且 ^ 关 0!. 

A 的属于1 - i 的全部特征向量是 

\ k 2 a 2 \ k 2 ^ C ， 且是 2 关01， 


其中 




-\\ 


例1中 A 是2级矩阵，它的特征多项式 "-5 A 十6是2次多项式 二次项 
的系数为次项的系数为 

- 5 二 -tr( A); 

常数项为 

1 i 2 3 

= A ■ 

- 1 4 

这个规律对于任意〃级矩阵 A 的特征多项式也成立吗？ 

对于《级矩阵 A ，子式 

、 i ， h， …， h 

称为 A 的 A 级主 子式， 1€左€ 

命® 2 设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则 A 的持征多项式 Ul - A | 是 
A 的 n 次多项式 . A 。 的系数是的系数等于〜 tr ( A ); 常数项为 
(- i )” aI ； r -' 的系数为 A 的 所有是 级主子式的和乘以（- 

我们对于= 3的情形写出证明，至于一般情形，证明方法是一样的. 

设 A = UJ 是3级矩阵，则 


A 



A 

- -2ii 

0 

一 a 12 

0 


XI - A 

— 

0 

ti 21 

A 

122 

0 

123 


0 

_ 

0 

~ a 22 

A 

_ «33 


⑷ 


利用行列式的性质3,行列式<4)可以拆成下述8个行列式的和 


A 0 0 


*1 

A 0 - 


A - a l2 0 

0 A 0 

> 

0 久〜 ^23 

t 

0 —an 0 

0 0 A 


0 0 - a 33 


0 — a 32 A 
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0 0 


A - a [2 — : 


^ 0 - a [2 

A 0 


0 - a 21 _ a 23 

， , 

-a 21 A - a 23 

0 A 


0 - a 32 - a 33 ； 


- 0 一 a 23 


a n 

- <^}2 

0 


- a \[ 

- <^\2 

一 a i3 

^2\ 

一 a 22 

0 


— a 2l 

~ ^22 

一 a 2 3 


- dn 

A 


- ^31 

_ a 32 

—a 33 


它们的值依次为 


- _ ^ 22 ^ 2 ' _ ^ii , 


(- D 2 A 


3 


A •(— 1 ) 2 A 


A ，(- 咖;： - U ^- D^lAl 


因此 A 3 的系数为 1; A 2 的系数等于- tr ( A ); A 的系数等于 


(- d 2 [a 

常数项等于（- 1) 3 | A |, 



我们从研究级矩阵4能不能相似于对角矩阵的问题，引出了矩阵的特 
征值和特征向量的概念.现在我们来看相似的矩阵其特征值有什么关系+ 
相似的矩阵有相同的特征多项式， 

证明设 A 〜则有可逆矩阵 P ， 使得 B = P ^ AP . 于是 
\kl - B| = |Ai - P' [ AP\ = |F _ 1 (A/)F - P" l AP\ 


二 \ P~ [ (XI ~ A ) P \ = \ P ~ l \ | A / - A I \ P \ 

= i aj - a I * I 

从性质 5 n S 即得出 

Y 相似的矩阵有相同的特征值(包括重数相同）. I 

从性质 5 W 看出，矩阵的特征多项式和特征值都是相似不变量- 
注 意:特 征多项式相同的两个 n 级矩阵不一定相似.例如 


/I 0\ 
iO i/ J 

A 与 J 有相同的特征多项式 (A - I ) 2 ,但是 A 与 J 不相似. 



习题 5.5 


1. 求数域 / C 上的矩阵 A 的全部恃征值和特征向 fi : 
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12. 求下列复数域上矩阵的全部特征值和特征向置: 



0 

1 

0 



^2 


(1) P = 

0 

0 

1 

; ⑵ A 二 


a l 



A 

0 

0, 


2 

^3 

^ 1 , 


13,设分别是数域 K 上 sx n ， n X ，矩阵, 证明: AB 与 M 有相同的非零特征值1 


§6矩阵可对角化的条件 


本章§4的定理2给出了数域尺上〃级矩阵 A 能眵相似于对角矩阵的充 
分必要条件是:中有个线性无关的列向量 q … ， a n ，以及 K 中有 n 个 
数 Ai ， A 2 ，…，，使得 

Aai = Ajq ， Aa 2 = ' …， ^ a n - 义^， 

这时.令 P 

P _1 AP = diagUj 1 ! 

现在用特征值和特征向置的术语可以把这个结论写成 

定理1 数域 K 上《级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是 A 有《个线 

性无关的特征向量此时令 

F =(〜，0^，…， aj ， 

则 P~ [ AP - diagUpAn …，; U ， 

其中 A , 是 a 所属的特征值 d = l ，2 r ” 此时称上述对角矩阵为 A 的相似 

标准形.除了主对角线上元素的排列次序外， A 的相似标准形是唯一的 .I 
如何判断数域 K 上 n 级矩阵4有没有《个线性无关的特征向量？ 

首先求出 rt 级矩阵 A 的全部特征值，设 A 的所有不同的特征值是 
…，‘.然后对于每个特征值求出齐次线性方程钽 - A)X = 0 的一个 
基础解系：％，仏，它们是 A 的线性无关的特征向量.自然会想 ：把这 

m 组向童合在一起是否&线性无关?我们来探讨这个问题 - 
定理2设 Ai ， A 2 是数域 K 上 w 级矩阵 A 的不同的特征值， 

与卢1，馬》…，氏分别是 A 的属于的线性无关的特征向量，则 cm , 

鬲，…，尽线性 无关. 

证明设 

左] 江1 十 ”■ +是丸+ / iA +…十久 A =0- ⑴ 

(1) 式两边左乘 A , 得 

k]_Aai + + k . Aa , + + …+ = 0, 


180 第 5 章矩阵的相抵与相似 


从而有 


hA 肉 + … + 是山 A + ,山卢1 + ■” + ^ 2^1 ™ 0- (2) 

由于 Ai ^ A 2 ，因此 Ai 、 A 2 不全为0.不妨设 A 2 # 0 + 在（1)式两边乘以 A 2 , 得 

史 + …+ + 乏'入 2P1 I …+ />2卩 r = 0. (3) 

(2) 式减去 (3) 式，得 

1 ^ A2)a! + …+ k s (^\ - 又 2)|?1 二 0. 

由于冬;1 2 ，因此从上式得 

k \ a { + 1,1 ^ k s a i - 0, (4) 

由于 ttl ，…， A 线性无关，因此从 (4) 式得 h …^ = 0■把它们代人 (1) 

式，得 

/■卢1 +…+啡= 0. ⑸ 

由于仏 ，…， 氏线性无关,因此从 (5) 式得^ …= 4 = 0.从而〜，一， £ ^&, 

…，汉线性 无关. ■ 

对于 A 的不同的特征值的数目作数学归纳法，可得到 
定理3 设 A ^ A ：,-', A W 1 是数域 K 上 n 级矩阵 A 的不同的特征值.⑸， 
-■.， v 是焱的属 于;^ 的线性无关的特征向童 +J = U 2,“.， m ■则向量组 

… , a 卜， ■■、 a mr 

1 J " 

是线性无关的. I 

推论4 ^级矩阵4的属于不同特征值的特征向量是线性无关的 .I 
从定理3得出，设是数域尺上《级矩阵 A 的所有不同的特 
征值, y ， …，是齐次线性方程组 U /- A ) X -0 的一个基础解系二1， 

2, …， m . 则 A “特征向量组 

ail .".. aj r ，…- Of ”, I，…， Offtir (6 ) 

1 岍 

一定线性无关 T 如果 q …+、= «，则 A 有 n 个线性无关的特征向量，从 
而 A 可对角化,如果 n + .，■ +、<«，则 A 没有”个线性无关的特征向量(理 
由见下面的注），从而 A 不可以对角化+ 

注 :假如 A 有 n 个线性无关的特征向 Sr ，…，1.设7;是属于特征值 
A , 的特征向量，则免可以由…线性表出.从而免可以由向量组 (6) 线 

性表出.因此向量组％,仍，…，％ 可&由 向量组 (6) 线性表出.于是 
mnk | &， 72 ，…， 1 丨 < rankl 向童组 （6) 丨二「]—■- +、<”， 

这与 71 ，和，…，如线性无关矛盾 ■ 

从 J ： 面的议论得到 

定理5数域尺上《级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是: A 的属于不 




同特征值的特子空间的维数之和等于 n . I 

从定理5立即得到 

推论6 数域级矩阵 A 如果有 n 个不同的特征值，则 A 可对角化。 

I 

本章§5的例〗中，2级矩阵 A 有两个不同的特征值，因此 A 可对角化. 
§5的例2中，3级矩阵 A 有3个线性无关的特征 向量: ^因此 A 
可对角化.令 

-2 2 1 

P 二 10 2 




§5的例3中，将2级矩阵 A 看成实数域上的矩阵，它没有特征值,从而它 
没有特征向量，因此它不能对角化1将 A 看成复数域上矩阵，它有两个不同的 
特征值.因此它可对角化， 


习题 5.6 


1 L 习题 5.5 的第1，2題中，哪些矩阵可对角化?哪些矩阵不能对角化?对于可对角化的 
矩阵 A ， 求可逆矩阵使得 P" J AP 为对角矩阵，并且写出这个对角矩阵- 
设 




^13 




«24 

0 



0 

0 



其中 ，〃料 两两不同，判断 A 是否可对角化1 

3. 求 A m U 是仟一正整数 ） r 

< 2 )(: ;)■ 

求 AMm 是任一正整数 ）t 

4. 证明 ：如果 a 与卢是数域 K 上^级矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量，则 


不是 A 的特征向量. 




182 第 5 章矩阵的相抵与相似 


5. 设 A 是数域 K 上的《绂矩阵.证明 ：如果 尺1中任意非零列向最都是 A 的特征向量， 
则 A —定是数量矩阵， 

6. 证明：不为苹矩阵的幂零矩阵不能对角化」 

7-证明 ：数域 if 上》级幂等矩阵 A —定可对角化，并且 A 的相似标准形是 diaglU!， 
其中 r = rmHA ). 

8. 证明:数域 K 上幂等矩阵的秩等于它的迹. 

9. 证明 ：数域 K 上的对合矩阵一定可对 角化; 并且写出它的相似标准形. 

10. 设乂 = (%)是数域 K 上一个 H 级上三角矩阵，证明 ：如果〜 2 =… 

并且至少有一个 a kf ^ 0 ( k < /), 则 A —定不能对角化- 

，11.设 A 是数域 K 上的 r! 级矩阵，1是 A 的一个特征值.证明： A 的属于 A , 的特征 
子空间的维数不超过 M 作为 A 的特征多项式的根的重数(我们把前者称为特征值 h 的几 
何重数 ，后 者称为 Ai 的代数霣数） T 


§7实对称矩阵的对角化 


设二次曲面 S 在直角坐标系 I 中的方程为 

+ 4y 2 + z 2 - - 8 工 r - 4 ^ I — 0. (1) 

这是仆么样的二次曲面呢？ 

解决这个问题的思路 是:作 直角坐标变换，使得在直角坐标系 n 中， s 的 
方程不含交叉项，只含平方项，那么就可看出 s 是什么二次曲面■设直角坐标 
变换公式为 


■» 

X 


务 

X 

y 

= T 

誉 

Z , 


件 

t z J 


⑵ 


其中： T 一定是正交矩阵(理由可看丘维声编《解析几何(第二版)》第143页的 
定理 4.7 M 1)' 式左端的二次项部分可以写成 

工 2 + Ay 2 + 之 2 — 4x> + - SjCz - ^yz 



⑶ 


把 (3) 式右端的3级矩阵记作 A . 用公式 (2) 代入 (3) 式•得 

( * ^ 
x 

{x\y\znTAT ■ 

I Z J 
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为了使⑷式中不出现交叉项（即，项，，，项，，，项），只要使矩 
阵 7" at 为对角矩阵 T 由于 r = T — 1 ， 因此也就是要使：为对角矩阵. 
这就希望 A 能对角化，并且要找一个正交矩阵了，使 A 对角化.注意 A 是实数 
域上的对称矩阵，于是提出了一个问题 :对于 实数域上的对称矩阵 A ，能不能 
找到正交矩阵 T , 使丁为对角矩阵?本节就来研究这个问题， 

实数域上的矩阵简称为 实矩阵 ，实数域上的对称矩阵简称为实对 称矩阵> 
如果对于 n 级实矩阵 A 存在一个 h 级正交矩阵： T ， 使得； T 1 AT = B , 
则称 A 正交相似于 B + 

二次曲面方程的化简提出了一个问题 :实对 称矩阵 A 能不能正交相似于 
对角矩阵.如果能够,那么由于对角矩阵的主对角元都是 A 的特征值，因此 A 
的特征多项式在复数域中的根全是实数.这是真的吗？ 

定理1 实对称矩阵的特征多项式在复数域中的每一个裉都是实数- 
证明设 A 是 n 级实对称矩阵，设乜是 A 的特征多项式 U /_ A | 在复 
数域中的任意一个根，于是 I - A | = 0•从而齐次线性方程组 Uo 〜 A)X 

二0有非零解.取它的一个非零解 


C 2 

a = 

» 

V 

^ n - 


则 （ A 0 J - A)a ^ 0■从而 

Aa = A 0 a . 

想证 L = A a ， 于是在 (5) 式两边取复数共轭，得 

Ad — A[)t/ » 

由于 A 是实矩阵，因此 A = A ■从而 (6) 式也就是 

Aa = A 0 a. 


⑸ 


⑹ 


⑺ 


(7) 式两边左乘 〆 ，得 



⑻ 


由于 A 是对称矩阵,因此 A + 


二 A . 在 (5) 式两边取转置，然后用 [ 右乘，得 
tir'Aa : A 0 a ff * ( 


比较 (8)、(9) 两式，得 
即 


AnaV = Aya a . 
(Aq ~ Aq)^ a — 0- 


( 10 ) 


由于 a 关 0, 因此 
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^ a = C } C\ + L2['2 + …十 

= o I 2 + 丨 c 2 I 2 + …+ I cv | 2 古0, 

于是从 (10) 式得 ， h - A 。 二0.即乙= A 。. 因此％是实数. ■ 

从定理1得出，实对称矩阵的特征多项式在复数域中的每一个根都是这 

个矩阵的特征值. 

定理 2实对称矩阵 A 的属于不同特征值的特征向 置是正 交的+ 

证明设 Ai 与义 2 是 A 的不同特征值，^是 A 的属于; I ,的特征向量^ = 
1 T 2 .由于 

X } (a\ ,a 2 ) = (Xia [f a 2 ) - (Aai ， a 2 ) - (Aa L ) a 2 = ct\A a 2 = a] Aar 2 ， 

^2^ a \ = («i > — (ai T Acti) - fl i Aofj> 

因此义 〆 〜，〜） = .于是 （ A 〖 — = 0,由干 Ai / As ， 因此 

((!1，0^)^=0■即与 0 f 2 正交 + ■ 

定理 3 实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵. 

证明对于实对称矩阵的 级数〃 作数学归纳法 ■ 

/! = 1时， U ) 已经是对角矩阵，且厂 1 U)h = u ). 

假设任意一个 tt - 1级实对称矩阵都能正交相似于对角矩阵■现在来看 n 

级实对称矩阵 A , 

取 A 的一个特征值;^(这由定理1保证可取到）,取 A 的属于的一个特 
征向量 I ,且 li ? i 丨二 li ?〖 可扩充成11"的—个基(见第 3 章§4定理1后面的 
注），然后经过施密特正交化和单位化，可得到 RM 的一个标准正交基： 

…， V 令 

丁 I = ( 7/1.仍，…，恥）， 

则乃是^级正交矩阵,我们有 

T^ ] AT i = 7V(A?"A72, … ， A%) 

= (T^Aj 7j\ f T\ [ t T ) 1 Ai^ rt ). 

因为丁严丁】 = 丨，所以 

7 i . 办，…，二“卜。，…， e n ) + 

于是得， T [ l 7 i = e ! ■从而丁 r 1 AT 〖的第1列是 Apt ，因此可以设 



由于丁 i 是正交矩阵, A 是实对称矩阵，因此 T ^ AT , 也是实对称矩阵■从而 
得 ， fl = 0,并且 B 是 n _ 1级实对称矩阵■据归纳假设，有 n - 1 级正交矩阵 


T 2 ，使得 


T 2 " l BT 2 - dhgU 2 , … ，； U- 


T = T \ 


由于上式右端的两个矩阵都 是 《 级正交矩阵，因此丁是 H 级正交矩阵，并且有 


T~ j AT 


77' ATl 


Ai 0] 1 

0 HI 0 


lo t 2 [ bt 2j 

- diagUi , A 2 ， … ,A w (. 

据数学归纳法原理，对任意 I 整数 》 ，任一《级实对称矩阵都正交相似于 

对角矩阵. * 

定理3告诉我们，对于《级实对称矩阵 A ， 一定能找到一个正交矩阵了， 
使得 T - iAT 为对角矩阵.具体做法 如下： 

第一步，求 A 的特征多项式 | A /- A ] ，它在复数域中的全部不同的根 h ， 
…，都是实数，从而它们都是 A 的特征值. 

第二步，对于每一个特征值 A pt 求出齐次线性方程组 U ,/- A)X 二0的一 
个基础解系&/然后把以，进行施密特正交化和单位化，得 
如 ，…+ .它们与 cr /."，' 等价，因此^们也是 A 的属于\的特征向量，并 

且它们是 IH 交单位向量组」 

第三步，令 

T 二■，巧 ir ，…，7川 I ， … ，和 〜）， 


由于 A 可对角化，因此 


+…+广, H = « 


从而了是〃级矩阵 T 据定理2得，了的列向暈组是正交单位向量组，从而了是 
Tt 级正交矩阵.由于 T 的列向量都是 A 的特征向量，因此 

T 一 1 A 丁二 diagU ]， …， A ls …， A ……， 


例1 设实数域 t 的3级对称矩阵 A 为 
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1 - 2 - 4 

A = -2 4-2 

，4 - 2 1, 

求正交矩阵丁，使得丁 l AT 为对角矩阵. 

解 



A - 1 2 

4 

1 


A - 1 

2 

4 

A/ - A f = j 

2 A - 4 

晒 

2 

— 

2 

A - 4 

2 


4 2 

A - 1 


0 

_ 2A + 10 

A - 1 


A - 1 10 4 

2 A 2 

0 0 A - 5 



10 

A 


二 （A — 5)(X 2 - A - 20) ^ (A - 5) 2 (A -f 4). 

因此 A 的全部特征值是 5( 二重）， - 4, 

对于特征值5,求出齐次线性方程组 (57 - A)X = 0的一个基础 解系: 


令 


令 



1 


1 

«i = 

-2 

> ^2 — 

0 


^ 0, 




戸1二〜 


芦2二_ 


(。2，卢1) 。 


0 



4 1 




对于特征值-4,求出齐次线性方程组 （-41 - A ) X 二0的一个基础解 


系: 



则 T 是正交矩阵，并且有 

5 0 0 

r _l AT ^ 0 5 0 - 

,0 0-4, 


习题 5.7 

t . 对于下述实对称矩阵求正交矩阵 T ， 使了 -_ A 了为对 角矩阵 
■ 0-2 2 ] (\ 2 4 ' 

⑴ A 二- 2 - 3 4 ; ⑵ A = 2 - 2 2 ; 

、 2 4—3, A 2 1 J 

3-2 0 
(3) A - - 2 2 - 1 

, 0 -2 1 

2. 证明 :如果 n 级实对称矩阵 A ， B 有相闻的特征多项式，则 A 与 B 相似 ■ 

3. 址明 ：如果 实矩阵 A 止交相似于对角矩阵，则 A …定是对称矩阵， 

4. 证明 ：如杲 A 是 s x «实矩阵 ，则 AVI 的特征值都是非负实数 T 

5. 证明 ：如果 n 级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数，则 A —定正交相 

似于上三角矩阵. 

6. 证明：如果 A 是实对称矩阵，并 R A 是幂零矩阵，则 A - 0. 

7 . 下列 n 级实矩阵是否町对角化?如果可对角化，求出-个可逆矩阵使得 P~ lAF 

为对角 矩阵. 

(1) 元索全为1的矩阵 h 

(2) A = - d +分，其中“乒0,6乒 CK 



应闬与实验 课题; 色盲遗传模型187 
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应用与实验课题:色盲遗传模型 

考察某地区居尻的色盲遗传情况， 

每一个人都有23对染色体，其中22对是常染色体对是性染色体.男性 
的1对性染色体是( X , Y )， 女性的是.基因位于染色体上.在 t 对染色 
体的某一点位上的一对基因称力两个等位基因.显性的基因用 A 表示 * 隐性 
的基因用 u 表示.色盲基因是隐性的，且只位于 X 染色体上.如果女居民的1 
对性染色体的某一点位 P 上的网个等位基因是则她患 色盲； 否则，她不 
患色盲.如果男居民的1对性染色体的某一点位尸上的两个等位基因是 
则他患 色盲； 否则，他不患色盲. 

设 N 个女居民屮，有个人的点位 P t 的两个等位基因是 

人是 X A X " 或 XVd % 个人是.则女居民的 色盲基 因频率 （ N 个女居民 
的 X 染色体上色盲基因数目与她们的 X 染色体上等位基因的数目之比）为 

]. N 2 十2鸬_ N 2 丄巧 m 

2N~~^ _ 2N N ， 

它大于女居民中色盲者的比例 

类似地，设 JW 个男居民中，有 M ! 个人的点位 P 上的两个等位基因是 
x a y , m 2 个人是 x u y ， 则男居民的色 亩基因 频率为 


它等于男居民中色盲者的比例- 

某地 区第纟 代男居民与女居民的色盲基因频率分别记作匕乂，可以证明 
(我们把证明写在《高等代数学习指导书（上册)》里）： 


b t - C,-] y 

c r - i) t 


⑶ 


其中； = 2,3，.+ 即，男居民的色盲基因频率等于上一代的女居民的色盲基因 
频率; 而女居民的色盲基因频率等于上一代的男、女居民的色盲基因频率的算 


术平均数. 

1. 已知求 h 

2. 设6】= 0.1， ci = ( K 05, 求 bup 

3. 求 lim ， \\ mc n 

4. 经55^多代后，该地区男色盲者的比例与女色盲者的比例哦 个大? 




第 6 章二次型•矩阵的合同 


在第5阜§ 7的开头，我们指出，二次曲面 S 在直角坐标系 J 中的方程为 

j 2 + 4/ + 之 2 — 4^ ^ ^y z -1 = 0， (1) 

为了判别 S 是什么样的二次曲面，应当作直角坐标变换 


• 

X 


( M *1 

X 


y ' 

=丁 

y 

， (2) 



1 z J 



其中： T 是正交矩阵 ，使得 在新的直角坐标系中，方程 (1) 左端的二次项部分 

X 2 + 4y 2 z 1 ~ 4,ry — % xz — 4yz 



r 1 - 2 - 4 


^ •• 


-2 4-2 


y 


，- 4 - 2 1J 




- ( x , y , z)A y , 


(3) 


变成 

{ * 1 

X 

(〆 ， 〆，〆 )T J AT y" 

\ z J 


⑷ 


其中: TAT 为对角矩阵，从而 (4) 式只含，于是可判别 S 是什 
么样的二次曲面. 

(3) 式的每一项都是2次，即 (3) 式是 j 的二次齐次多项式，称它为 
x ， y ， z 的二次型，上述问题表明，需要研究二次型在像 U ) 式那样的变量替换 
下，变成只含平方项的二次型■本章就来对一舣的二次型研究这样的问題- 


§1二次型和它的标准形 

下述多项式有什么共同点？ 
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x + 4^ + — 4.jy - %xz — 4yz t 

2 7 

JO - y , 

+ 2^2 - xl + 4^1X2 - 4j ： jX3 - 4^2^3 T 
■r 1 ；r 2 + 11 了 ; J — 3 2 ^ ? - 

上述每一个多项式中，每一项都是 2 次的. 

定义1系数在数域 K 中的 n 个变量 A ，: r 2 ，…， a 的一个 二次齐次多项 
式，称为数域 K 上的一个《元二次型，它的一般形式是 

/C^i ， : r 2 ， r ” ， z n ) = a tl j^ + 2a n xi.x 2 + 2a v ^x { x^ + + 2^ ]lI x I x rt 

+ ^22^2 + 2 叫心 〜+ …+ 2a 2rt JT2^rt 



= 2 2⑵ 

1 ;=1 

其中〜= £ l yI l < ij ^ «■ 

把 (2) 式中的系数排成一个 K 级矩阵 A (注意心= a y )： 

ail ^ 12 ^13 … a in 

d\2 *22 a Th … a 2n 

A = + 

» + 

► 

» * 

. a lrt a ln a 3n … a 抓 

把 A 称为二次型 /(〜， A ， …， a ) 的矩阵 . 它是对称矩阵■显然，二次型 /( A ， 
，…，的矩阵是唯一的:它的主对角元依次是…，4的系数;它的 
元是心七的系数的一半，其中； ■令 



X = 


Xl 


⑷ 
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则二次型 rj 可以 写成： 

八工 ^ 工丄、、二 X'AX , ⑸ 

其中 A 是二次型 /(〜 ，: r 2 ，…, a ) 的矩阵* 

令 



:VI 
^2 





设 C 是数域 K 上的一个 n 级可逆矩阵，下述关系式 

X ^ CY (7) 

称为变董 J：t，i^n 到变童: Vl ,：V2, …， A 的一个非退化线性替换 ■ 

«元二次型; tax 经过非退化线性替换 x = cy 变成 

{CYYA(CY) = r(CAC)Y ( 8 ) 

记5 = CMC ， 则 (8) 式可写成这是变量3^力，…， A 的—个二次型， 


由于 

B， = (CACY - mcT = C/AC, ⑼ 

因此 B 也是对称矩阵.于是二次型 Y ' BY 的矩阵正好是 B， 

由此受到启发，引出下述两个概念： 

定义2 数域 K 上两个 rt 元二次型； TAX 与 VBY, 如果存在一个非退化 
线性替换 x = cy ， 把 tAX 变成 yjy t 则称二次型 jTax 与 y^y 等价，记 
作 X'AX 兰 Y BY. 

定义3数域 K 上两个《级矩阵 A 与 B ，如果存在 K 上的一个可逆矩阵 


C, 使得 


C AC = B , 


( 10 ) 


则称 A 与 B 合同，记作 AiB- 
从(8> 式容易 看出： 

命通 1数域 K 上两个”元二次型 X'AX 与 rBY 等价当且仅当 rt 级对 

称矩阵 A 与 B 合同. ■ 

容易验证，《元二次型的等价，以及《级矩阵的合同都满足反身性，对称 

性，传递性.从而合同是集合 M„(K) 上的一个等价关系■在合同关系下， A 的 

等价类称为 A 的合 同类- 

本章研究的基本问题是，数域 K 上 w 元二次型能不能等价于一个只含平 
方项的二次型?容易看出，二次型含平方项当且仅当它的矩阵是对角 矩阵. 




因此用矩阵的术语,研究的基本问题就是，数域 K 上的 n 级对称矩阵能不能合 
同于一个对角矩阵？ 

如果二次型 X AX 等价于一个只含平方项的二次型，则这个只含平方项 
的二次型称为 X AX 的一个标准形. 

如果对称矩阵 A 合同于一个对角矩阵，则称这个对角矩阵是 A 的合同标 

准形. 

对于实数域上的〃级对称矩阵 A ， 在第五章§7的定理3已经证明 ：存在 
一个级正交矩阵丁，使得为对角矩阵，并且其主对角元是 A 的全部 
持征值，甶于 : T 1 二因此： TAT 为对角矩阵，即 A 合同于对角矩阵+从而 
实数域上的《元二次型； TAX —定等价于只含平方项的二次型，而且能找到 
正交矩阵： T , 使得经过变量的替換 X = TY ， 把二次型 X AX 化成一个标准 
形： 

+ aW + …+ (yl ， ⑴) 

其中 A ^ A 2 ，…是 A 的全部特征值 - 

如果了是正交矩阵，则变量的替換 x = TY 称为正交替换 ■ 

例1二次曲面 S 在直角坐标系 I 中的方程为 

jo 2 + 4 y 2 z 2 — 4 xy - Sjcz — -1 = 0, (12) 

作直角坐标变換，把它化成标准方程，并且指出 S 是什么二次曲面 ■ 

解酋先把方程 (12) 左端的二次项部分 

, y , z ) = + Ay 1 ^ z 2 ~ Ajy - 8 j £ - 4只 （13) 

经过正交替换化成标准形.二次型 (13) 的矩阵是 

1 -2 -4' 

Z = - 2 4 - 2 . ( M ) 

-4 -2 1, 

据第5章§7的例1,找到了正交矩阵 



使得 T _1 AT = diag !5 T 5 T -4 丨■于是作正交替换 



§1 二次型和它的标 1 形193 


町以把二次型 （13) 化成下述标 准形： 

= 5 jt ^ +5.v、 -4〆 (16) 

因此，作直角坐标变换 (15), 二次曲面 S 在新的直角坐标系中的方程为 

1 1 T 

5，+ 5,1 - 4〆- I. (17) 

由此看出， S 是单叶双曲面I 

任一数域 K 上的二次型是否也等价于只含平方项的二次遛？即，任一数 
域 K 上的对称矩阵是否也合同于对角矩阵？对于实数域上的二次型，能不能 
不作正交替换，而作一般的非退化线性替换化成标准形?让我们先看两个具体 
例于： 

例 2 作非退化线性替换把数域 K 上的下述二次型化成标准形，并且写 

出所作的非退化线性 替换： 

(1) + 2 jcI - A + - - 4w 

(2) g(j、，， 2 ,:r 3 ) = .r } x 2 + - 

解 （1) 用配方法把变量 ^2 i^3 逐个地配成完全平方的 形式： 

/(.r A ,j ： 2>^0 = { ~ ' r 3 + - 心 p', - 4r z .r 3 

=+ 4 j ' 1 ( x 2 ~ + [ 2 ( ji '2 - ^^)) 2 ~ [ 2 (aj “ ^^)] 2 

^ 2^2 - -^3 - 4x 2 ,r 3 

= [x\ + 2(.r 2 - x 3 )j 2 - 4(^2 - + jJ) + 2.r 卜 H - 4x 2 ,r 3 

=(ii + 2x 2 ~ 2jt 3 ) 2 - 2 工 2 十 4.r 2 i 3 ■ 5 jt| 

= {t x + 2t 2 - 2.r 3 ) 2 - 2(^2 - j :\ ~ xl ) - 5 jcj 

=(jr! + 2 工 2 - 2^ 3 ) 2 - 2(^| - j-^) 2 - 3^3. 

令 

yi = 丄 ,+ 2 t 2 - 2^3, 

^2 " 了 2 一 了3， 

力 = 〜 

则 f ( T l } jc 2 , x ^) = y \ - 2 y \ - 3^3- 

所作的线性替换是 

Ui = - 2^2* 

\ oc 1 ^ y 2 + y3 . 


其系数矩阵的行列式 


1^3 = 


>3, 
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1-2 0 | 

0 11 #0, 

0 0 1 

因此这个线性替换是非退化的. 

(2) 为了能够配方，首先要变成有平方项.为此令 


^1 ^ 

yi 

- y2f 


^2 = 

yi 

+ 力， 

(18) 

^3 = 


力， 



/( 工 1 ， A ， A ) 

= {^i - yi)(yi + 3 ^ 2 ) + (^i - yi)y^ ™ 3(^1 + yi)y^ 

^ yl ^ yl ~ 力 - 43^2^3 

-y\ - 2 y } y 2 ^ yl^ yi ~ [yl ^ 4 yiy^ + (2^) 2 ^ (〜) 2 ] 

- (^l _ — 3^ — (A + 2 ^p 3 ) 2 + Ayl 

=(^i - y^) 2 ^ (yi + 2y 3 ) 2 + 3^. 


令 




之 1 = 3 N 




< 

之 2 = )2 

+ 2力 ， 

(19) 






则 /( ， J ：2 - 文3) = 

之 f — 十3 2 3* 


为了写出所作的线性替换，先从(〗9)解出得 





+ q ， 



< 


- 2巧， 

(20) 



J 3 = 



把 (20) 代人 （18) 式，得 






i^i 二之 1 一 

1 

Zl + 3^3 t 



1 

x 2 ~ + 

之 2 — h ， 

(21) 


^3 - 

4 



容易看出，线性替换 (21) 的系数矩阵的行列式不等于0,因此它是非退化的. 

例1和例2中所用的配方法能够把任一数域 K 上的每一个二次型经过非 
退化性替換变成只含平方项的二次 型这可 以对二次型的变量个数 rt 作数学 
归纳法予以证明. 




下面我们采用另一种证法，证明数域 K 上的任 一；7 级对称矩阵一定合同 
于对角矩阵，从而数域 K 上的任一《元二次型一定等价于 H 含平方项的二次 
型. 

设 A ， B 都是数域 if 上的 n 级矩阵.则 
A 2 B W 存在 K 上可逆矩阵 C , 使得 CAC - B 
W 存在 K ： 上初等矩阵 PhPs ，…，尽，使得 

C = FiP 2 - (22) 

…朽 P ; APiP 2 … P , = B (23) 

初等矩阵有三种类型:/>0」4))，尸（/，^( ? (6))，其中6关它们 
的转置矩阵分别为 


P(j ,i(k)Y 


PU ， j(k)h 


(24) 


PdjY 


= F (…） ； 
P{i(bYY 二 P(i(b)). 


(25) 

(26) 


因此 


p(j f i(k)yAP(j,i(k)) = p(i ， }{k 、、 APUMky >， (2D 
即 7 对 A 进行了下述初等行变换和初等列变换： 

©+ © ■ k 

像这种初等行变换与初等列变换都是① + I称为成对初等行、列变换. 
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P { i , jYAP ( iJ ) = P { i ， j ) AP ( i，jh (28) 

即，先把 A 的第行互换，接着把所得矩阵的第列互换+这也是成对初等 
行、列变换1 

P ( i ( b ) YAP ( i ( h )) - P ( i ( b )) AP ( i ( b)) f (29) 

即，先把 A 的第/行乘以非零数 t 接着把所得矩阵的第；列乘以 fc . 这也是成 
对的初等行、列变换， 

从 (23) 式和 (22) 式（可写成（ 〕 =得到. 

引理1 设都是数域 K 上的矩阵，则 A 合同于 B 当且仅当 A 经过 
K 上的一系列成对初等行、列变换可以变成 B ， 并且对7只作其中的初等列变 
换得到的可逆矩阵 C , 就使得 CAC = B , I 

现在我们来证明本节的主要 结论： 

定理2 数域 K 上任一对称矩阵都合同于一个对角矩阵. 

证明对于数域 K 上对称矩阵的级数〃作数学归纳法 
W = 1 时， （ a ) 二 （ Ci ). 

假设〃〜1级对称矩阵都合同于对角矩阵，现在来看《级对称矩阵 A = 



情形1 


关0.把 A 写成分块矩阵的形式，并&作分块矩阵的初等行 


(列）变换: 


A = 


a 

© + (- 

fT 」 ） * ① 

an 

a 



1 

0 At - 

-j ， 

a flf J 


■ ■ > 

a n 

0 ' 



® + CD * flt/a) 0 A 1 - 


记 4 .则从上述得 


1 0 ' 

i 丨 

< \ 

^11 « 

fl 

二 I 

叫 0 •' 

. (30) 

—1 1 r 

^1J or j 

i 

V 

[o : 

1 

i 

■ o a 2j 



由于 


[1 0 1 


1 

- a 〗 l 1 a 

- a / w _i, 


0 

’fl -1 ; 


因此从 (30) 式得出 

^11 0 

A ^ 

10 a 2 J 

由于 A ; = (Aj - Y = A [ - an ^ ia^Y = Ai - a'a - A 2 , 因此 
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是 H - 1级对称矩阵.据归纳假设 ，存在 K 上 n - 1级可逆矩阵 c 2 ，使得 
C y 2 A 2 C 2 - D 2 ，其中是对角矩阵，从而 


1 0 




1 0 、 


、n 0 ' 

0 c 2 . 


■ 0 A 2 」 


o 


: o d 2 


因此 

卜 U 0 

A . 

[ o d 2 J 

情形2 ^-0，存在、爹0. 

把 A 的第1,/行互换，接着把所得矩阵的第1，丨列互换，得到的矩阵 B 其 
(1，1)元为'.据情形1的结论， B 2 D ， 其中 D 是对角矩阵.据引理1得 M 
t 因此 A ^ D , 

情形3 a〗】 = an =…= 0.存在 a tJ j ^ 

把 A 的第 j 行加到第 i 行上，接着把所得矩阵的第）列加到第 z 列上 ，得到 
的矩阵 H 其元为2、.据情形2的结论， H 二 D , 其中 D 为对角矩阵 .据 
引理1得, AiH . 因此 A = D . 

情形4 结论显然成立. 

根据数学归纳法原理，对一切正整数 n ， 都有数域 K 上的任一《级对称矩 

阵合同于一个对角矩阵. ■ 

从定理2立即得到 

定理 3 数域 K 上任意一个二次型都等价于一个只含平方项的二次型 ■ 

I 

利用引理1和定理2、定理3,可以得到求二次型的标准形的又一种方法: 

对于数域 K 上 n 元二次型 

/ A \ 对>\作成对初等 ft 、 列变换、丨 
[ I /"^ /只作其屮¥初等列变 (C /， 

其中 D 是对角矩阵丨.则 

CAC = D f 

令 X 二 CT , 则得到 X AX 的一个标准形 

十…+ ^nyl - 

这种求标准形的方法称 为矩阵 的成对 初等行 、列变 换法- 

例3 用矩阵的成对初等行、列变换法把数域 K 上下述二次型化成标准 
形，井且写出所作的非退化线性替换： 

g(x 1 ,x 2i x^) = 工卜 n + ri-r.^ - 3^2^3* 


(31) 


(32) 
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令 X = CY ， 得 


g(jr ly x 2 ,jc^) ^ y] - ~jyj + ^yh 
所作的非退化线性替换 X = CT 详细写出来就是 

- .Vi - ^2 + 

上 2 = 夕 1 + -jyi ‘ 乂 1 ， 

比较例3和例2的结果可看出，同一个二次型，其标准形不唯 一. 

但是标准形中系数+为0的平方项的个数相同.其理由如 下:设 经过非 
退化线性替换 X = CY 化成标准形十 Ad 十…十则 C/AC - 
diagU 彳…，<，0,…，0 L 因此 rank ( A ) =「这表明：二次型 X AX 的标准 

^ m m ■ 4 * 

士土仝決型 X f AX hkkA • 的秩 就称为 二次里 !JT4X ^ISt- 

习题 6.1 


t . 用正交替换把下列实二次型化成标准形： 

⑴ /(々， J 2 A ) = 2^1, + 5^2 + + - ^ r 2 T A ; 
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. —I-, 1 

(2) /(^ ^ 2 j . { x 2 - 2r i j.r 4 . 

2. 作直角坐标变换，把下述二次曲面的方程化成标准方程，并&指出它是什么二次曲 
面： 

2 ， r 2 + 6y 2 + 2z 2 t 8.rz -1-0- 

3. 作非退化线性替换把下列数域 K jr _ 二次型化成标准形，井且写出所作的非退化线 
性 替换： 

(1) /( r ”: r 2 ，- r 3 ) - x \ + l . r ] + w 

(2) /- Uw 3 ) = :^-， r ! + + 2 t 2 j 3; 

(3) f (' r ' - - T , + + 工 W 

(4) , U 1 t j * 2 , x 3 ) = - 2： t 3 jv 

4. 证明： 

2 0 O ' 

o ^ 0 , 

tl 0 〜 

5 . 设 A 是数域 K 上的 《 级矩阵，证明 d 是斜对称矩阵当且仅当对于 f 中任一列向 
量 h 有 aVU 二 0- 

6 j 设 a 是数域 K 上的 H 级对称矩阵.证 明：如 果对于 K h 中仟一列向瘡 a ， 都有 aVlff = 
0,则 A r -- Q . 

7. 证明 ：秩为 r 的对称矩阵可以表示成 r 个秩力 i 的对称矩阵之和 

8. 用矩阵的成对初等行、列变换法把数域尺上的下述二次型化成标准形，并且写出 

所作的非退化线性替换「 

⑴ = ] 2d + Z _■ 2.r|,r 2 + 

(2) /(I 卜 = Ah 卜 ^1^3 ^ Ah ， 

9 . 证明：数域 K 上的斜对称矩阵一定合同于下述形式的分块对角 矩阵： 

diag K-i :)，、(」：)，⑻，…，⑻. 

10. 证 明：斜 对称矩阵的秩一定是偶数. 

ML 设”级实对称矩阵 A 的全部特征值按大小顒序排成 : A I ■证明 ; 

对于 R n 中任一列向董 a 关 0* 都有 

g ’Aq < , 

^-： I | 2 k 乂卜 

NS 

# 12. 设 A 是 个 《级实对称 矩阵* 证 明：存 在一个正变数 G 使得对于 1 ^中任一列向 
童 a ，都有 | o Aa I < ca a . 

M 3. 设都是 H 级实对称矩阵，并且 = BA ■证明：存在一个 n 级正交矩阵了， 
使得 t at 与 rnj 都为对角矩阵 ■ 

* 14.设 rt 元实一-次型 / AX 的一个特征值是 <，证明 :存在 R s 中非零向童二（^， 
，…，、），使得 
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a'Aa - A, 4 flj + " f a \) - 


§2实二次型的规范形 

本章§1的例2与例3表明，同一个二次型它的标准形不 

唯一： 4 g - \ y \^ 33^但是标准形中系数不为零的平方项的个 

数相同 f 并且系数为正的平方项的个数相同.前者对于任何数域 K 上的二次 
型都成立.后者是否成立?本节将证明后者对于实数域上的二次型是成立的 ■ 
实数域上的二次型，简称为实二次型. 

«元实二次型经过一个适当的非退化线性替换 X = CV 可以化成 
下述形式的标 准形： 

山 : yi 十 ”* + _ 4+1/+1 ^ a r y \， (1) 

其中4 > 0，i = 1，2,…， r; 并且 r 是这个二次型的秩-因为正实数总可以开 
平方，所以可以再作一个非退化线性替换： 

X 二 士 A ，i 二 1，2,…， r ， 

V d , 

- z } y j = r + 1 ,rt ■ 


则二次型 (1) 可以变成 

4 + …+ 4 一 4+1 

因此实二次型 X AX 有形如 (2) 式的标准形，称它为 X f AX 的规范形，它的特 
点是:只含平方项，且平方项的系数为I _ 1或0;系数为1的平方项都写在前 
面，实二次型 X AX 的规范形被两个自然数 A 和/■决定的规范形是不 
是唯一呢?回答是肯定的. 

定理1 (愤性定理）”元实二次型 X'AX 的规范形是唯一的1 
证明设《元实二次型 X'AX 的秩为/■.假设它分别经过非退化线性替换 
X = CY,X = 变成两个规范形： 

X'AX = W + …+ Z - y 2 P ^i -: V 2 r， ⑶ 

X AX = 4 + …十 g -4 - ( 4 ) 

我们来证明/> =心从而 XVVX 的规范形唯一 ■ 

从⑶式和 (4) 式看出，经过非退化线性替换 Z = ( 3- { 0 y， 有 

4十…+ 4 -4 = y +…+ g -心-⑸ 

记 G = f( _1 C = (g,>) ■假如户> g , 我们想找到变量取的一组 
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值，使得 (5) 式右端大于0,而左端小于或等于0,从而产生矛盾，为此令 

(: Vi ，… dyA + i ，…，…，… ，0) ， (6) 

其中 A , ，…，~是待定的不全为0的实数 f 并且使变量 A ， …，％取的值全为 0. 
由于 


， \ 



» 

V 

* 


f g\\ g\2 … gin^ 


v 

4 

•1 



g21 S22 ^ 



VI 


* » 

: : 


0 

■ 

琴 


-Sn^ Sk2 … j 


n 

f 

4 



0 ， 


因此 


之] 

= gu k \ + + Svth ， 


之 2 

^ 十 ，..+ glih ' 

V 4 ■ * * 

⑺ 


= K q \^i + + 



为了使…，&取的值为0,我们考虑齐次线性方程组： 

gii 力】 + ." 卜 gi/p 二0， 
ff 21 也1 + …+ ^2^- 0 - 

< ⑻ 

■ ■4 • * f * ■■謬 * - ■ 

+ … + Sq ^ i ^ O ' 

s 

由于 /N 因此齐次线性方程组 (8) 有非零 解于是 … ，匕 可以取到一组 
不全为0的实数，使得 A = 0,= 0■此时 (5) 式左端小于或等于0,而右 

端大于0,矛盾.因此心问理可证，从而- q - ■ 

定义1在实二次型 X ' AX 的规范形中，系数为+ 1的平方项的数 目户称 
为 X'AX 的正惯性指数，系数为_ I的平方项的数目 r -户 称为: STAX 的负懊 
性指数;正惯性指数减去负惯性指数所得的差 - r 称为; TAX 的符号差 ■ 
由上述知，实二次型 X AX 的规范形被它的秩和正惯性指数 决定利 用二 

次型等价的传递性和对称性立即得出 
命题2 两个7!元实二次型等价 
㈡ 它们的规范形相同 

«它们的秩相等，并且正惯性指数也相等， ■ 

从实二次型 X'AX 经过非退化线性替换化成规范形的过程中看到， 
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的任一标准形中系数为正的平方项数目等于 XAX 的正惯性指数，系数为负 
的平方项数目等于 X AX 的负惯性指数 . 从而虽然 X AX 的标准形不唯一，但 
是标准形屮系数为1£(或负）的平方项数目是唯一的. 

从惯性定理得出 

推论 3 任一《级实对称矩阵 A 合同于一个主对角元只有1, - 1，0的对 
角矩阵 diag[ ： l ， “ ， l ， - 1,…，-1.0，一,0]，其中1的个数等于 XAX 的正惯 
性指数， - 1的个数等于 X ， AX 的负惯性指数(分别把它们称为 A 的正惯性指 
数，负惯性指数）.这个对角矩阵称为 A 的 合同规 范形. ■ 

容易看出，〃级实对称矩阵 A 的合同标准形中，主对角元为正(负）数的数 
目等于 A 的正(负）惯性指数. 

从命题2立即得出 

推论 4 两个 H 级实对称矩阵合同 

㈡ 它们的秩相等，并且正惯性指数也相等+ I 

推论4表明，秩和正惯性指数恰好完全决定"级实对称矩阵的合 同类因 
此由所有《级实对称矩阵组成的集合中，秩和正惯性指数是合同关系下的完 

全不变量. 

例 1 2级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类?每一类里写出一个最 

简单的矩阵（即合同规范形 ）i 

解 2 级实对 称矩阵的秩有3种可能 :0，1 ，2 

秩为0的矩阵只有零矩阵 G U . 

秩为1的2级实对称矩阵，其正惯性指数有2种可能: tM ■它们各成一类， 
合同规范形分别为 

秩为2的2级实对称矩阵，其正惯性指数有3种可能:0，1, 2 ■它们各成一 
类，合同规范形分别为 

(―: ：)■(： -：)•(： ：)• 

综上所述，总共可分成6个合同类 ■ 


习题 6.2 

1. 把习题61的第3题的所有实二次型的标准形进一步化成规范形，并且写出所作的 



204 第 6 章二次型 •矩阵 的合同 


非退化线性 替换. 

2. 3级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类?每一类里写出一个最简单的矩阵（即 
合同规范 形〉. 

i 级实对称矩阵组成的集合有多少个合同类？ 

4. 设 JTAX 是一个 n 元实二次型，证明：如果 R N 中有列向霣4 4 2 ,使得>0, 
， 2 如 2 < 0,则 IT 中有非零列向量使得= 0. 

5. 设 A 为一个《级实对称矩阵，证明 ：如果 I A 丨 <0,則在 JT 中有非零列向量〜使得 
a^Aa < W. 

6. 证明：一个 n 元实二次型可以分解成两个实系数1次齐次多项式的乘积当且仅当 

它的秩等于2,并且符号差为0,或者它的秩等于 1. 

7. 证明 ：复数 域上〃元二次型 （简称 为复二次型能经过非退化线性替换化成 

下述形式的标准形： 

4 + 之卜 …+ s 2 r ， 

其中『是二次沏 X AX 的秩1这种形式的标准形称为X 的規范形，它只含平方项，且平 

方项的系数为1或 0- 
*8. 设实一次型 

/U iT x 2 ， … ， : r N ) = 6 + …+ d+i - 

其中；1，2，...，〗+ tl ) 是:…* T rr 的1 次齐 1 次多项式证明:■卜^2,…， A) 的 
正惯性指数 A € S ，负惯性指数 

§3正定二次型与正定矩阵 

一元二次函数 fix ) = /在I = 0处达到最小值，这是因为对任意实数 
a 弇0,都有 /( fl ) = a 2 > 0,而/(0) = 0 ■这个例子表明,一元二次函数 /(i) 
=/的最小值问题与一元二次型/的性质密切相关■一般地，《元函数的极 
值问题是否也与 n 元实二次型的性质有关系？与”元实二次型的什么样的性 
质有关?本节就来研究这个问题 T 

定义 1 «元实二次型； TAX 称为 正定的 ，如果对 R n 中任意非零列向量 

a ，都有 cc Aa ]> 0. 

例如， 3 元实二次型 

X AX = d 4十4 

是正定的. 

3 元实—次型 


X'BX = x 2 x ^- xj 
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不是正定的，因为对于 a = (0,0,1)' 有= 0. 

3元实二次型 

x^dx - 4 - 4 

也不是止定的.因为对于 a = (0,0,1)' 有 aDa =- L 
由上述3个例子受到启发，猜想有下述 结论： 

定理1 «元实二次型； TAX 是正定的充分必要条件为它的正惯性指数 

等干 n . 

证明 必要性.设是正定的.作非退化线性替换 X = CY , 化成规 
范形 <即 




X = CY 



j_ 2 2 2 

十3^ ^ _ y r - 


如果办 < 打，则 i 的系数为0或-: L 取 p = ( Or -. oa ) M ^ ^ -印，显然 
a 古0,并且有 a ' Aa 二0或-1，矛盾1因此/?= I 

充分性，设 XMX 的正惯性指数 等于心 则可以作非退化线性替换 x = 


CY ， 化成规范形.即 

t x = c:y , , ? 

XAX ■ W + W+ … 十 乂 . 


任取 a e 1^且。关 ( K 令 = C'V - (6 | ，6 21 〜，~)'则戸关0，从而得出 

a ^ Aa ^ ZM , b ^ M + … + M >0. 

因此 X ' AX 是正定的 + I 

从定理1立即得出 

推论2 »元实二次型 X'AX 是正定的 

M 它的规范形为 M + …十 Z 

^它的标准形中》个系数全大于 0. I 

定义2 实对称矩阵 A 称为 正定的 ，如果实二 次型； TAX 是正定的1即， 
对于 R n 中任意非零列向量心有 a > 0, 

正定的实对称矩阵简称为正 定矩阵 - 
从定义2,定理1，推论2立即得出 
定理 3 n 级实对称矩阵 A 是正定的 
^ A 的正惯性指数等子《 


A / 

A 的合同标准形中主对角元全大于0， I 

对于级实对称矩阵 A , 能找到正交矩阵 T , 使得 TV\T = diagU 〗， A 2 . 
, AJ ， 其中 A lt A 2 ，…，义„是八的全部特征值，因此从定理3立即得到 
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推论 4 «级实对称矩阵 A 是正定的当且仅当 A 的特征值全大于零 . | 

由于实对称矩阵 A 正定当且仅当 A t /，根据合同的对称性和传递性立 
即得到 

推论5 与正定矩阵合同的实对称矩阵也是正定矩阵. 

从推论5立即得出 

推论6 与正定二次型等价的实二次型也是正定的，从而非退化线性替 
换不改变实二次型的正定性+ I 

推论7 正定矩阵的行列式大于零. 

证明 没 A 是打级正定矩阵，则 A 1 /. 从而存在实可逆矩阵 C ， 使得 
A - C/IC - C ' C . 因此 

|A 卜 \ C ： C \ = \ C \ | C | - | C | 2 >0. I 

反之，如果实对称矩阵 A 的行列式大于零， A 不一定是正定的.例如，设 


- 1 0 
0 - 1 

显然， | A | = 1 >0,但是 A 的正惯性指数为0,因此 A 不是正定的. 

为了从子式的角度研究实对称矩阵 A 是正定的条件，我们引出下述概 
念： 

定义3 设 A 是一个^级矩阵， A 的下述主子式 


A 


1，2,…，是 


1，2，…，左 

称为 A 的6 阶顺序主子式 . A = l ，2，〜， n . 
例如，设 


1 0 3 


-1 


0 1 4 


则 A 的顺序主子式有3个，分别是 


HN 


1 0 3 


0 1 


定理 8实对称矩阵 A 是正定的充分必要条件为 A 的所有顺序主子式全 


大于零 - 

证明必要性.设"级实对称矩阵 A 是正定的■对于 A € U ，2, …， 
把 A 写成分块 矩阵： 





[A, BA 
A = r , 

Wi B 2 ] 

其中 I A , I 是 A 的 A 级顺序主子式.我们来证 / U 是正定的.在 M 中任取一个 
非零列向量夂由于 A 是正定的，因此 

从而4是正定矩阵+因此 |AJ >0. 

充分性.对于实对称矩阵的级数《作数学归 纳法， 

n = 1 时，1 级矩阵 U ). 已知 a > 0,从而 U ) 正定- 

假设对于《 - 1级实对称矩阵命题为真.现在 来看" 级实对称矩阵 A 二 


U y ) .把 A 写成分块 矩阵: 



⑴ 


其中 Ah 是 n - 1级实对称矩阵.显然的所有顺序主子式是 A 的1阶 
至 n - 1阶顺序主子式，由已知条件得，它们都大于零■于是据 胺纳假 设得， 


是正定的.因此有 n - 1级实可逆矩阵 C , ，使得 


C ； A^iC 


⑵ 
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⑸ 


由于 (5) 式右端的矩阵是正定的，于是从 (4) 、(5)式得， A 是正定的1 

根据数学归纳法原理，充分性得证1 | 

从定理 S 立即得到 

推论9 实二次型； TAX 是止定的充分必要条件为 A 的所有顺序主子式 
全大于零. I 


例1 


判别下述实二次型是否正定： 

/(^1 ? 12，上、）=+ 2^2 3, r ^ + 4 j ] T 2 + 


解 /(-rt 的矩阵是 

12 0 
A 二2 2 1 . 

- 

0 J -3j 

由于 A 的2级顺序主子式 

1 2 
2 2 

因此实二次型 /(.Hh，x 3 ) 不是正定的 ■ 

例2 证明: 对于任一实可逆矩阵 C， 都有 CTC 是正定矩阵I 
证明 显然 Ct 是对称矩阵.由于 （ v (:二 （TJC, 且 C 是实可逆矩阵，因 


从而 （TC 是正定矩阵. I 

实二次型除了有正定的以外，坯有其它一些类型. 

定义4 « 元实二次型妒称为是 半正定(负定，半负定}的,如果对于 

iT 中任一非零列向量 a ， 都有 

a Aa ^ 0 {aAa < 0, cTAor < 0)- 

如杲既不是半正定的，又不是半负定的，则称它是不 定的- 

定义 5实对称矩阵 d 称为半正定(负定，半负定,不定）的，如果实二次 
型 X J AX 是半正定（负定，半负定,不定）的. 

例3 判别下列3元实二次型属于哪种 类型： 
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⑴ W + 3^; ⑵ 

⑶ y 2 \ + yl - yli (4) - y] - y\ - yl ; 

⑸ _ y? _ 

解 （1) 半 正定； （2) 半 正定； （3) 不定； 

(4) 负定； （5) 半负定. 


习题 6.3 

L 证明 ：如果 A , B 都是 H 级正定矩阵，则 A + 13也是正定矩阵. 

2. 证明：如果 A 是正定矩阵，则； r l 也是正定矩阵 - 

3. 证明：如果 A 是 It 级正定矩阵，则 / T 也是正定矩阵」 

4. 设 A 是 n 级实对称矩阵，它的《个特征值的绝对值中最大者记作 Sr ( A ) ■证 明：肖 
1 > Sr ( A > 时， "+ A 是正定矩阵 ■ 

5. 证明： 正定矩阵的迹大于零 

6. 判断下列实二次型是否 正定： 

(1) /Ui ^ 5 x ] + + 4 x 3 - 4 m 

( 2 ) f(x } ，文 3 ) = 10^1 + Sx { x 2 + 24 ^!^ + 2x\ - 2Hx 2 .r^ + j ：\ ； 

⑶ ^ 3 x] + 4 jc \ + 5^:^ + 4 x ^2 - 4 x 2 J.V 

7. i 满足什么条件时，下列实二次型是正定的？ 

(1) / U …内） = x ] f . r \ + 5 j :] + 加内- 2叩， 〆 4 ^2 J 3； 

( 2 ) 工 3 ) = d + 2 t 卜 2 % JT 2 2 > 

8. 证明： n 级实对称矩阵 A 是 IE 定的充分必要条件为 1 有可逆实对称矩阵 C 使得 A = 

(： 2 , 

9. 证明 ：如果 A 是正定矩阵，则存在正定矩阵 C , 使得 A = C 2 . 

10. 证明 ：如果 A 是 n 级正定矩阵，5是《级实对称矩阵，则存在一个》级实可逆矩阵 
C ， 使得 C ' AC 与 CBC 都是对角矩阵* 

11. 证明 ：如果 A ， B 都是 n 级正定矩阵 ， flAB _ BA ， 则也是正定矩阵「 

12 . 证明 ：实对 称矩阵 A 是正定的充分必要条件为 A 的所有主子式全大亍零- 

13. 证明 ：如果 A 是 I !级正定矩阵， S 是 n 级半正定矩阵，则 A — 石是正定矩阵 ■ 

14. 判断 I + J 是否正定矩阵，其中 J 是元索全为1的^级矩阵 ■ 

15 .证明： 71元实二次型 / AX 是半正定的充分必要条件为它的正愤性指数等于它的 

秩 

16. 证明 w 元实二次型 JTAX 是半正定的充分必要条件为它的标准形中《个系数全 
非负. 

17, 证明1级实对称矩阵 A 是半正定的充分必要条件为它的特征值全非负， 
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18. 证明^级实对称矩阵 A 是负定的充分必要条件为：它的偶数阶顺序主子式全大 
于零，奇数阶顺序主子式全小于零. 

19. 诬明：〃级实对称矩阵 A 是肀卍定的充分必要条件为的所有主子式全非负 - 


应用与实验课 题:正 (负）定矩阵在极值问题中的应用 

正定(负定）矩阵在多元函数的极值问题中有重要应用， 

设 F(X) = ，…, A) 有3阶连续偏导数，设 a = 

，如果 F(X) 在 a 处的一阶偏导数全为零，则称 a 是的一个稳定点， 

构造一个《级矩阵 H 如下： 

H = 0 ) 

其中 a 是 F ( X ) 的一个稳定点，称 H 是函数 F ( X ) 在 a 处的何塞 ( Hesse 丨矩阵 - 
如果 H 是正牢的.则朽幻在 a 处达到苹个寧;如果 H 是枣宇的，则 F ( ；0 在 
a 处达到譽»;如果尺是不军的，则处既不是极大，也不是极小， 

这时称 a 螽 Wx) 的 f 卑.… 

我们以二元函数 F ( jc , y ) 为例来址明上述结论. 

设 Udc) 是 Hu) 的一个稳定点.如果^^，^)似〜，加）的邻域里 
有3阶连续偏导数，则 F (^ iy ) 在(❼， 如） 可展成泰勒 级数： 

F(jro + ^ k ) 

= Fixi^y^) + 列 ） + 巧 (1 0 ， > ， 0)] + 

+ > 2 O n ，w) + 2/!Oo,w) 十 k 2 ^( j ：„ y ,)] + R 

— F(.T^tjVo) + 士 （W 2 + + ck 2 ) + R » (2) 

其中 a = F"du () )，& = F' v ( i 0 t , vo ) 〆 =U^wo)， 

r - |[/. 3 r_(^) + 3h 2 kr ir /z) + 3hk 2 r^ y (z) + k 3 r m (z)], 

Z - ( x n + 册， : Vf ! + 册）， ◦〈卩 < 1 ■ 

如果 I h \ , \ k I 足够小 t 则 I i? I< y I ah 2 + 2 bkk + ck 1 I . 从而 

F ( r 0 + h f y 0 十是）- F(〜， 3t 0 ) 将与 + 2 hhk + ck 1 同号. 表达式 

fih , k ) - ah 1 + 2 bhk 十 ck 2 ⑶ 

是的实二次型.因此，如果这个二次型是正定的，则对于足够小的 I A 丨， 
\ k \ , 旦 （A , k ) ^ (0 T 0) ，有 
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+ /; + /l ) - f’( J () ，別 ) > 0 ■ 


这说明 F ( jr . y ) 在 U 0 ,>_ 0 ) 处达到极小值 - 

类似地，如果二次型 (3) 是负定的，则 F(U) 在（^，加）处达到极大值 ■ 
如果二次银 (3) 是不定的.则 FU，W 在 U n ,；v„) 处即+是极大，又不是极小. 


H 


a 


(4) 


二次型 (3) 的矩阵为 

FKlciJfl) F\ y (.r 0 ,^u) 

/' 々 (" 外） o 0 ，） 0 ) 

这是 F ( x , y ) 在 Uno) 处的何塞 （Hesse) 矩阵.利用 H 的顺序主子式可判断 
二次型 (3) 是正定，还是负定，述是不定 ■ 


1. 求 F( ，y) 二6町 — j 3 - y 的极值 + 

2. 某厂生产两种产品，价格分别 为仏二 4, P 2 - 8,产暈分别为 Q ^ Q 2 
成本函数力 C ( Qi t Q 2 ) = (^ + 20,02 + 30〗+ 2.问：该厂应如何安排生产. 


才能使所得利润最大? 



习题答案与提示 


第1章线性方程组 


习题 1 J 

1- (1) (2, - 1,1); ⑵（1， -2,3)； (3) (2, - 1，1,-3) ; 

⑷ （5, - 2,1)； ⑸ （-8,3, M >. 

2. (1) 应当分别给 ApAuA 投资 ,7.5 千元； 

(2) 相应的线件方程组的解是（- 5,10,5), 单位为千元.这不是实际问题的珂行解 
(因为出现 -5)- 

3. (1) 尤解； 

(2) 有无夯多个解，一般解是 

jt 】 二 - 3, 

^2 - ^3 + ^4 4, 

其中 ， q , .3^ 是自由未知量； 

⑶ 无解； 

(4) 有无穷多个解 ，一 般解是 

f 11 23 

文 L 一 - 了 O + 可， 

< 

5 1 

^2 ^ y y * 

其中:^是自由未知置. 

习题 1.2 


1. 原线性方程组有解当且仅当 a =- 〗，此时它的一般解是 








其中 h 是自由未知置， 

2 i 原线性方程组有唯一解当且仅当 a 关- 

原线性方程组无解当且仅当 a =- y . 


3. (1) 原线性方程组有唯一解: 


/ t 1 

« i _ ■ — 


、2 1 2 
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(2) 把第3个方程改成 i-fy - 3,则新方程组无解. 

这个小题答案+唯一. 

(3) 请读者自己画出三条直线，并且看它们是否相交于坐标为( +，+ )的点. 

4 . 原线性方程绀有解当且仅当 a 2 .此时，它的一般解为 

jt ] = _ 3 j 3 _ 2， 

< jt2 = 十 5 ， 

，斗 - -10, 

其中_^埴自由未知量. 

5. 原线性方程组有解当且仅当 c 二 0 且 J _ 2 .此时，它的■-般解为 

X | = 十 + 5 - 2 ， 

Xl - - 2 r 3 2 r 4 6 j : 5 + 3， 

其中 、 r 3 ，. r _4， j " 5 是自由末知童. 

6 不存 ft 满足要求的二次多项式 
7 . ( 1 ) 有非零解. 它的一 般解是 


A 二 _ 

， 

Jo = 


. r ? _ - 

1 

了， r 4 , 


其屮.^是自由未知量; 
(2) 4非零解，它的一般解是 



55 

= 

: 4 l r ^ 


1() 

A - 

- 丌〜 


33 

^3 : 

=_ 41^ 


其中是自由未知量 - 

*8 -最大值145千元，此时投给 A ,， A 2 ， A 3 的钱分别为0, 5 , 5 (千 元）； 最小值 I . 7 千 
元，此时投给 A , 的钱分别为5 *15( 千元） ■ 

习题 13 

1. 显然 (] - 0 + e Q (0,1 ^ H 0? G 0(;)*容易验证0(，）对于加 、减 、乘、除 4 种 
运算封闭，从而 Q 0) 是一个数域 ■ 

2. 最大的数域是复数域 C . 

应用与实验 课题: 配制食品模型 

I . 可以.解不唯一，有尤穷多个解,所有解是 
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x 


+ 560 


h 


工 3 


r 4 




T^s + 


i 28 a 


2800 


■ r 5 +80, 


其中 


400 


1 ，所花费的成本的表达式为 

f = 4, 4 .r t + 2 - t 2 + 2.4 j ：3 + 2. 8^4 + 3.2^. 

17344 


当 


t 5 


400 


118 

15 x 5 


时、成本最低，此时的成本为 5691.43 元. 


. …. 1280 2800 

3. 可以「解唯 - j ，80 j . 

此时所花费的成本为 5781. W 元 

4. 列出的线性方程组有唯一解：（80, - 960, - 4扣, 3320)，这不是可行解■因此不可 

以. , 

5- 列出的线性方程组无解.因此不可以 I 


第2章行列式 

习 题 21 

1. ( I ) 6,偶 i (2) 11，奇 (3) 15, 奇； 

(4) 21， 奇； (5) 28, 偶； (6) 36 ^j 
(7) ( U _; ⑻【5, 奇； (9) ifU 禹， 

2 . ( 1 ) 1 ) 2 ( " ~ ( 2 ) » -1 

3,依次是(6 j ：^(5,2) > (3,2)，(2 J )(答案不唯--，但必定是偶数次）■ 

4 逆序数是^■当 = 料或 4fe + l 时，是偶排列：当 ” = 4 々+ 2 或勑+ 3时， 
是奇排列、 

5. 6+(1) 走 一 h (2) n - k . 

7. ( i ) 11; (2) 0； (3) 0. 

8. 系数行列式的值为23,因此有难一解：（2, - 

习 通 2.2 

jt_t FT - 1 ) 

【■⑴ d 14 fli3^32^4l5 (2) (- 1) ^ 
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(3) (- l) N_1 i t h … H ⑷ （ 1) 1 — 

(5) 5!. 

2. (1) - 49； (2) 103； 

(3) a n a 2 2a ^; (4) c ( a i b 2 - a 2 b { ). 

31 

4. 不一定带负号.这一项所带符号为（-〖)¥. 

当 n = #或从+ 1时，这一项带正号； 

当 n = 4走+2或4夫十3时，这一顼带负号. 

5. 5 x 4 , 4 x J . 

-6. 提 示：用 行列式的定义，设 lAl 的完全展开式中，等于1的项有 A 顼，则等于 -1 
的項有 （ n ! _ k ) 项， 

习理 2.3 

1. ⑴8: (2) 4 y ; (3) 155; (4) 160, 

rr 

2■⑴ [ a 4 (” 一 1)]U - l) M l ； (2) (- -b). 

r = t 

3. 提示 ：利用 行列式的性质 3( 对于列来用）. 

4. ⑴ Ui - 办 2 、 ■ 七 h _ 

(2) n > 3时为0，《 = 2时为 Ui - a 2 )( b 2 - = 1 时为 + 6 1; 

* (3) ( - (( 公 f)_ 1 )』 

习 匾 2.4 

L (1) - 726； (2) - 100； 

(3) U - 1 ) Z (A - 10); (4) (A - 1 )(A - 3) 2 . 

n 

2. (- - ouS a ^- 

j - 1 

3. \\ { a t - ^- 

5 . u 提示 ：当” >丨 时,先将第 2 列至第 《 列都加到第 1 列上，然后按第 1 

列展开 .） 

6. (w + 1 ) a w . 

7. 方程的全部根是…， h -卜 

8- -2 U -2)! (提示 :把第 1行的(-1)倍分别加到第2 , 3 ,…， k 行上，然后按第 2 列 
展开 J 
*9. 

^ j ， g.) ff - j 一 y) n 

n y ^ Z 

(提示 :把第 ft 列的 n 个元素依次表示成 0+ ^ - y ) + h 然后用性 

质3,可求出的一个递推关系式■再考虑转置矩阵的行列式，可得出认的又一 
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个逋推关系式 .） 

10. 

(-1) 平宁，' 

(提 示：依 次把第” - 1行的（- 1) 倍加到第 n 行上，把第2行的（- 1) 倍加到 
第 n 1 行上 ，…，把第 I 行的（- 1) 倍加到第2行上，然后把第2,3,…^列都加 
到第1列上 .） 

11提示：用性质3,把行列式 | AG )| 表示成2” 个行列式的和，其中有一个行列式 
是 | A | ，其余非零行列式中，有一列元素全为~其余列是 A 的相应列，按照元素 
全为 t 的这一列展幵. 

12. (1) « >3时为= 2时为(〜 - T 2 )( yt - y 2 )； 
n 二 1 时为 1 + i 

(2) d(l + 亡 + + + …+ 丄）， 

I n 

习 理 2.5 

L 有唯 一解、 2. 有唯一解 了 

3. 有非零解=丨或 A 二 3 t 

4. 有非零解= 1或6 = 0- 

5. 有唯一解 <^> a 弇1且6垆 0. 

6. 当 a = 1且6二■时，有无穷多个解 i 

当= 1且6关+时，无解；当& = 0时，无解. 

7. 有唯一解尹1且6关0; 

当 ft = 0时，有无穷多 个解； 当6关0且 d = 1时，无解， 

习题 2.6 
I . 154, 

«■，…1 卜"… ^lr | 


2 : : * : : 

* * ■ _ t 

flifel … ^kk h r \ … b ” 


^11 … 

a it 

hi … 6 lr 

3.(-1)^ i 

■ + 

w 4 

* a ■ 

flti … 

^kt 

b ri … b " 

4. ⑴ JJi !; 

^ t 

(2) (« 

- i)TU! 

* = i 

应用与实验课 題:行 列式在几何中的应用 

1 .⑴ U1 : 1 

a 2 6 2 

■ 

f 

i 办 i 

(2) t fl2 fr2 
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2 . 





“2 

h 



h 



第3章线性方程组的进一步理论 

习题 3.1 

L (1) (0,0,0,0) ; ⑵（0,0儿0)、 

2-7=(- 21,7,15,13). 

3. (1) jl - 2 a ^ - a - 表出方式唯 一 ； 

(2) 卢不能由线性表出； 

(3) ^ - 5化，表出方式有无穷多种- 

4. 提示: 线性方程组:+ he 2 + a 有唯，解，因此 a 能够由…， 
£,线性表出，且表出方式唯.这种表出方式是：+ fl 2 E 2 +…+ '%. 

5. 提示：与第4题证法类似 

a = (&1 - £32 + ( fl 2 - ^ ( fl 3 + a 4 ff 4 - 

6. 提示： a , = 0 c [| + …+ Ofl ,-! + 1 ■ ff r + Oa』n + … + 0\. 

7. 提示:用第 6 题的结论. 8. 提示 ：去证 W 对加法，数量乘法封闭 ■ 

习鼉 3.2 

1. (1) 不对 t 对于年坪了个向童组，系数全为0的线性组合都等于零向量1 

(2) 不对.仅 一 iiii 零的数不够，应该是对任 意一组 不全为零的数^，…， t 都 

* * ■ * 

有^ 0^!, . a , 才是线性无关的- 

(3) 不对.例如 ，几何 空间中，设 ai ， a 2 共线* cr 3 与 A 不共线，这时〜共时， 
即它们线性相关.但是^不能由 fl lt 4 线性表出. 

2. (1) 线性无关： （2) 线性相关 ， q h h + 

(3) 线性相关，〜 = 3 … - 2 cr 2 ; (4) 线性 无关- 

3. 提 示:设 4个向贵的坐标分别为 ffi , a 2 , os ^ a 4 ^ 去说明齐次线性方程组+ Ah 
+ ^3^3 + ^4^4 = 0有非 零解- 

4. 提示 ：任取 n + 1个向量 auh ， …，心 +1 ■去说明齐次线性方程组 Ah + r 2 a 2 +… 
+ Ua H + i = 0有非零解. 

5. 提示 :仿照 本节例2的证法. 

6. 向童组 ill + + a i + * a \ 线性相关(提示：仿照本节例2的方法，但 

是相应的齐次线性方程组的系数行列式等于0,从而它有非零解 ）i 

7. 提示： 充分性.设~ +线 性无关.设 

/} -々■〜 + "■ + kja ^ 卢= ^ a ] + 1 + + ( fl ” 

去证 h 从而表出方式唯一 ■ 

必要性.设0可唯一表示成 p =，■〜+…十以,■设 
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方 i + …斗 二0 ， 


把上面两个式子相加，利用#的表示法唯一去证 

k { = ( J t - t k f - 0.从而 q ，… t a ^ 线性无关」 


8-提 示：用 线性无关的定义去证1 
^提示 ：必要 性显然 . 充分性用反证法 

M 0. 提示；去证…，久线性相关当旦仅当有不全为0的数使得 

a i 上左1 +…+…办，0， 

( f - ■ ■■• w m m + + ■ 

+ n n i r ~ 0. 


11』 提示 ： r - n 时，以 ai ， a 2 , …为列向量组的矩阵的行列式是 n 阶范德蒙行列 
式^当 r < ”时，令 


A = 


1 


1 ^ 


1 

幻 ： 

* 

= 

幻 ； 

♦ 

w 

•…， n = 

i 


1 

- 1 

L 卩 ?• 之 


r 1 

r ) 


同上面的道理, A ，於，…* A 线性尤关，从而它的延伸组〜，〜*…， A 也线性无 
关. 


习 题 3.3 

L 提示： 由十齐次线性方程组 m + am = 0的系数矩阵是阶梯形矩阵，其非零行 
数巨2等于未知量数目，因此方程组只有零解■从面线性无 关类似 的方法1 
可知叫幻+ Ah 十 , r 3 a 3 = 0有非零解，从面《|线性相关■因此 aiTh 是向 
量组 的一个 极大线性无关 组从而 ^nkS^,^ 2 ^ 3 S = 2. 

2」 a 卜 flj 或 ci 2, a 3 ) 是〜 ， a 2 l cr 3 的一个极大线性无关组， ran kU|，ff3! =2■(提系： 
先证线性 无关; 然后容易看出线性相关，从而线性相关 ■) 

3. 提示 ：去证 :从其余向量中任取个添进去，所得到的 「+ 1 个向童形成的向童组一 
定线性相关. 

4证 明:设 R ，禹，…，此线性无关据习题1丨的第4題结论得，&，馬，…可以由 
ey 2 ,. A 线性表出.据本节推论3得， rd 1 

^提示：用第 4 题结论得…—定线性相关 - 

6. 提 示：由 已知条件得，…，可以由 ai 线性表出，于是有 

n 二 rank) £■ ， e : ，… j I < rank I a i ^2 < * ,k 1 ^ ^ * 

7 提示： 先证这 r 个向量组成的向童组的秩是 h 从而这 r 个向童线性无关， 

8. 提示:充分性由克莱姆法则立即得 出关于 必要性，利用第 6 题的结论得出 A■ 
■+、％线性无关. 

9. 提 示：取 … A 的-■个极大线性无关组'4〆+. 4,则卢可 
以由〜0 2 ，〜4，卢线性表出去证^^%，〜 2 ，〜*\，/3| < r + 1，从而 W 

，/?线性相关- 
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10,提 乐：设 0 ,… a ，试分别是& 负 *■ ■、礼的一个极大线性无关 

I ml t 

组，则 A ，… A * 戸〗，…，見可以由 CT ，…， a』 ，]9 ,…线性 表出. 

J m t i 

习题 3.4 

1 . K 4 的■个基是 ~ («1 , a 2 , a 3 r a^Y 在基 £ t ， e 2 ，， e 4 下的坐标是 

( a ^ a 2 , a 3 t a A y 的另一个基是 71 = ( l , 0 , 0 , 0)' t rj 2 - ( 1 , 1 ， 0 , 0)、 3 = ( 1 , 1 , 

1 , 0 )', ij 4 = ( 1 ， 1 , 1 T 1 )' ,a 在基 W 仍， 7 * 下的坐标是 （A - - - u 4f 

«4)' 

2. 提 示：以 ，… j, 为列向量组的矩阵的行列式不等于 0 T 从而仍，72,线 
性无关.然后用命题 5. 

3 + (1) 是； （2) 是； （3) 不是， 

4. 提 不：取 U 的一个其心，心，…，去证向童组的秩为从而 ffj,cr 2 , 
…， 七线性 无关. 

5. 提示1类似于定理1的证明方法. 

习 题 3.5 

1. (1) 秩是3;第1、2、3列构成列向置组的一个极大线性无关组^ 

(2) 秩是2;第12列构成列向置组的 一个极 大线性无关组 ■ 

2 , (1) 秩是3; CCi ， h 是一个极大线性无关组； 

(2) 秩是是一个极大线性无 关组； 

(3) 秩是2;&是一个极大线性无关组. 

3. A 的第1，2,3列是列空间的一 个基; 行空间的维数是 3. 

4. 当 A 关3时，矩阵的秩为3 ; 当 A = 3时，矩阵的秩为 2.( 提示：易看出，该矩阵有一 
个2阶子式不等于零-去计算第 U3、4 列形成的3阶子式 t 由此看出， A 尹3时,此3 
阶子式不等于零，从而矩阵的秩为 3. A = 3时,把矩阵经过初等行变换化成阶梯形 

矩阵0 

5. 提示： A 的子矩阵的子式也是 A 的子式. 

6. 秩是4; A 的前4列构成列向董组的一个极大线性无关组■(提示:仿照本节例2的 
方法 .） 

7+秩是 3; A 的前3构成列向童组的一个极大线性无关组- 

8. 提示:设% 的行向量组的一个极大线性无关组，把它扩充成乂的行向 

量组的一个极大线性无关组.由于 A 的行秩为~因此这需要添加 r - i 个行向量. 
*9. 提示：由已知条件得，这个矩阵至多有 n z ( n 2 - « + I) - n - 1个元素不是0, 
从而它必有零行. 

*10. 最多是《 _ U 例如下述 n 级矩阵的秩是 n - I 

1 0 0-0 (T 

0 10-0 0 

a ■ 

« 

* 

0 0 0 - 1 0 
,0 0 0 -- 0 0 , 
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*11. ( I )提 示:用 反证法.假设 | A | =0. 则 A 的列向量组 《 lT « 2 ，…线性相关，于 
是有不全为0的数使得+ i 2 £ t 2 +…+ \\ = 0.令 
I & I 二 maxi I h I ， I h I ， … i 11 I 1 ■ 

考虑上述向童等式的第；个分量，去推出矛盾. 

(2) 提示:令 

a ：\ ° 12^ 

G 2i ; a 22 
* 

J ^ ^ jj 2 ^ 

习 题 3.6 

1. 有唯一解 .（ 提示:仿照本节例 1 的方法判断方程组有解） ■ 

2, 有解，且有无穷多个解 * 

3-无解 .（ 提示:求出增广矩阵 A 的秩为 4). 

4,提示：设线性方程组的增广矩阵为 A ， 容易看出 A 是£的子矩阵 ■ 


D(t ) = 



习题 3.7 

1. 每一题中，基础解系的取法都不唯一，但它们等价 I 

( 1 ) jji = (-5,3*14,0)、 t }2 — (1， _ 1*0,2)， 

W = I A] t j 巧 2 \ 糸 I ， 知 2 G K \; 

(2) 71 ，= (-7, -2,5 t 9)\ 屮 = U,^iUi e Kl; 

(3) yi = (1 丄 0, - 1 )、W = Ud! I h £ KU 

f 3 l f - l ] PI f 1 ' 

10 0 0 

(4) 7i - 0 ,72 = 1 ’ p = 0 ，％ = 0 , 

0 0 10 
.oj [ o J loJ U , 

W -丨幻 1 + ^272 + + I ^ I * 

2. 提 示：设 7 lt y 2 l ”， x w 线性无关，且与等价，则爪=/，且 Ui '：.， 
7m e 识(解空间）.由于 dimW = r ，闵此 y L 山 •… 是 w 的一个基- 

3. 提示 ：由于 解空间 W 的维数等于 n - r , 因此任意 n _ r 个线性无关的解向董都是 
W 的一个基. 

4. 提示：取一个基础解系 h - 

5. 提示:利用行列式按一行展开的定理1 

6. (1) 提示:设 fi = ，在原齐次解性方程组的上面添加一个方程％ = 0' 

(2) 提示 :去求 解空间的维数 ■ 

7. 提示：以士为系数矩阵的齐次线性方程组和以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组 
同解. 
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习 埋 3.8 


L 每题的答案均不唯一 t 



> 

i 


-91 


r r 


、 



2 


1 


- 1 





0 

十点1 

7 

十 h 

0 


k } i k 2 e k > 



. 0」 


、 0, 


, 2, 


m 




3 


， 5' 


•i 

(2.” 


1 

- 2 

H k 

- 2 

1 


k e k 


{ 

. 0, 


、 3, 


f 


⑶ 


• 

-4' 




二 2' 


3 


-6' 




0 


1 


0 


0 


0 




0 

+ ^1 

0 

+ h 

1 

+ h 

0 

+ 务 4 

o 


k f ^K i - 1 ， 2,3,4 > 


0 


0 


0 


l 


0 




、o 


几 


l (K 


Lo, 


L L 




1 ‘ 提示: 用克莱姆法则1 

3. 提示： 

+ w 2 y 2 + …+ w f 7 r = (1 - « 2 ■…- u t )y { + + …+ 4- 

4, 提示:7 = 7 o + 点1(/1 - / u ) + 走 2( 乃一 + …+ 卜 （A - 70) 

应用与实验 课題： 线性方程组在几何中的应用 

L 充分必要条件是下面两个矩阵的秩都等于2: 




Cl 





d ： 




f 

a 2 

f>2 


di 

A 

h 

r 3 , 





4 


1 . 是(提示:计箅相应的线性方程组的系数矩阵与增广矩阵的秩 h 

3. 提示 :设通 过五点」 l f 2 t 3,4,5 的二次曲线 C 的方程为以 2 

cy l + d,r + ^ + / ~ 0 ■则 

点 M { j 0 f y ) 在二次曲线 C : 上 
<=令以 a 功、为未知貴的齐次线性方程组 

ajr 2 4 bry + cy 1 十 <ir + ^ + f ~ 0 * 
ojt \ + vt + + OM + / = 0* 

■< 

■ ■__ 4 % I ■__ * m M _■■ * * ' 

^ax\ + Ajros 十 + 办 5 + ⑺ 1 ^ 

有非零解，并且非零解的前3个分量不全为0 

方程组 (2) 的系数矩阵 A 的行列式等于零，即 


bxy + 


⑵ 
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-Ty y 


y 




2 


i.yi y \ 丄 ] .vi 


- 0 


^5 ^1>'5 ^ .Vs 丄 

并且 A 的 ( l ， j ) 元的代数余子式 A b (j = 1,2,3) 中至少有一个不为零 
因此 ，（3) 式就是所求的二次曲线方稈， 

2 x ^ + ly 2 t ^ ™ 8 = 0. 


第4章矩阵的运算 


A 


习題 41 

A 1 0 1 

0 A 1 . 2. 

0 0 0, 

3 . M = - A)/ + . 

r 12 26 

4 ■⑴ - 27 2 ; (2) 

23 4, 


A A A 
r A ； 
；r ^ 
A A r 


0 


0 


⑶ 


，J 5 
f ) 0 


( 4 ) 20 ； 


( 5 ) 


4 

7 

9 ' 


p 

ai + «2 + 


4 

7 

9 

； ⑹ 

b\ + hi -\- 


A 

7 

9 」 


L ft + c 2 十 



(7) (dj + fci + c { , a 2 + b 2 + r 2 ，aji + + r 山 



d\a\ 

^\ a 2 

心 i 


a i^i 

a 2^2 


⑻. 

dih\ 

^ 2^*2 

^2 & 3 

; (9) 


^2^2 







，1 A 

c 2^2 



U 0) 


f 7 28 67 

0 40 104 
10 0 72 












(11) 

ka 

1 + 

hi 2 

■+ hi ka 3 + fea 4 + 

^4 

■ 

1 



< 





C 4 

J 




«L 


攻 2 

a 3 



h 


h. 

(12) 

*1 

\ i>2^ 

办 2 

h 

i (13) 

^1 

«2 

^3 

CI4 



4 - c 2 fe 

C2 




C2 


C 4 j 


(14) 


a 2 fl x 
bi fh 
U2 fj 


(15) 


5 


( 3 ) 
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习通 4.2 

1. 提 示:利 用对角矩阵左（右）乘一 t 矩阵的规律 ■ 

2. 提示:方阵 A 为上三角矩阵当且仅当 

Miu ) =0，当， >;■ 

3. 提示: 设矩阵 A 二（％)与所有《级矩阵可交换 .SM.A 必为 n 级矩阵■利用基本 
矩阵左〈右 > 乘一个矩阵的规律，从二 A£ 1; j - 1,2,…，〜可推出 A 必为数 
量矩阵 T 

4. 提示：用对称矩阵的定义左证- 

8. 提示 : A 二 y(A + A ) f y(A - A ； ). 

关于唯一性.假如 A - A , +化，其屮士， A 2 分别是对称，斜对称矩阵，则 A — 
(Ai + = A ! — Aj - 从时可以解出 

n 

9. 提示： A 2 ( ih ) 二 二 1，2, ■■*，《■ 

10. 提示 t 从丫 =--A 得 ， |Yl = 1 A 卜 


ML 提示： 
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习題 4.3 

1. 提示： 分别取 A ， B 的列向童组的一个极大线性无关组 ■ 

*2 .证明设 A 的行向童组的一个极大线性无关组是 ，'从 而 

( v ) Uli/, + 是 12' + …十 H 1 

7 \ I 2 r 

y 2 + h 成 + … 

: : : 

U〗' “叫 十 … + I '」 

5■ 提示 ： | J + A | - | AA^ + A | = I A(A' + I) I 
6 - 提示 ： I r - A I = I AV - A 卜 I A(A^ - /) I 
7. 提示 : 

3 J"! + J： 2 + J'i + J"2 + r \] 

A - J 1 ! + J：2 + JTj + X2 + J：] + J：2 + x] 

JCl + ^2 + J3 ^ W + I 卜 4 
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—^ ] ^2 

+ 8. 提示: 设〖=■令 



A r 2 t 
■ r 2 



B = 


i 2 i A i fi 
^ i 6 A 


设 J\j ) - iia ^ a^x + + apt 去计算 AB. 

9. 提示： 


- - b 2 ai b„ 



^ -11 


a 2 〜 厶 1 ^2 - b i … Q -〜 



w 2 一 I 

/ 1 1 … 1 \ 

% ■ 

^ | 

■ I 



t « 

\h l h 2 — 

fl n 一 b' a n - b 2 … cs^ - b K 



A - !j 



AB (… AB(i li ；2 ) … AB { hf]r ) 

■ ■ 

_ * 

AB ( 7 V ; Ji ) AB ( i r ' t j 2 ) … AB { i r ； j r ) 


S 1 

V 

… 




… v 

S 1 

» 

i 

■ 

a i 2 2 

… 

1 

1 


4 

•P 

f 


■ 

b 

■ 

a i i 

r 

V 

… V ; 



K 2 

… 1 \, 


10. 提示: 


AB 




U ' J 2 


习祖 4.4 

1. k - 0 时不可逆:々关 0 时， H 可逆，此时 UJ )- 1 = k^L 

2. (1) 不可逆； （2) 不可逆. 


3. (1) 可逆，逆矩阵是 


11 


7 
- 5 


⑵可逆，逆 矩阵是^ 

4 」 提示：利用 AA ， =丨 A |J ， 以及命题 7. 

5. 提示:计算 （I - A )( I^A + A 2 〉, 然后用命题 

6. 提示：由 A 满足的式子可得出 / UA 2 - 24 + 3D = ^(■然后用命® 7. 


7. 提示：由已知条件得 A {- A 3 + yA - 2J) - f ■然后用命题 7. 
I 提 示:根 据对称(斜对称）矩阵的定义，并且用性质 4. 
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H. 提示: 把可逆 i: 三角矩阵用私等行变换化成简化行阶梯形矩阵 
12. 提示 ：（J - A)U + d + A 2 t … * A*—) = i - A*. 


习 题 4.5 

L 提 示：若 A = 0, 则结论显然成立.下设 A 关 0. 设 nmk(A) 二 r 「 先考虑的情 ' 
形.由于 /IB 二0,因此 B 的列向量& …，&中每个向量都是《元齐次线性方程 

组 AX = 0的解.从而 乂，馬 ，…，I可以由 二 0的一个基础解系I? 卜％ 

线性表出. 

2. 提示：由于 A 冬0,因此存在一个 u x 非零矩阵 B 使得 AB - 0的充分必要条件 

是:齐次线性方程组= 0有非零解- 

3, (1) 提示；由于 BC 二》，因此 cnr 二 0.由于 rarxkW) = ^因此 n 元齐次线性方 

程组 CTX - 0 R 有零解. 

( 2 ) 提示:利用第 ( 1 ) 小题结论. 

4 - 提示 ：由于 （J h a)(i - A ) - j 2 - a 2 - 0,于是可利用第 iE 的结论.又由于 （r + 
A) + {/-A) - 2f ， 亍是可利用习题 4.3 的第 1 题结论 t 

5 - 提示 ：与第 4 题证法类似. 

6, 提术 : rank[(A V\ t /T/3)] = rank[A'( j 4』)]< rank( A ), 然后利用本章 § 3 的命题 

2 . 

7. 提示： A 的行向董组的极大线性无关组含 1 个向董，利用分块矩阵的 乘法. 
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8. 提示 ：利用 AA * = \ A\l 若 | A | #0,则容易证明结论，若 | A | _ 0,则儿 V 
(1 .此时利用第1题的结论. 

9. 提 示：若 nmkU ) 二 ％则 A 可逆 T 从而也可逆，若 nmk ( A ) = n - 1,则 A 有 

-个 n - 1阶子式不等于0,从而 A * 古0.此时由丁丨 A | =0*因此九4* - 1 A|j 
- 0. 利用第1題的结论.若 mnk ( A ) < n f ， 则易知= 0. 

10. U ) 提示：当 A 可逆时，易得结论，当 A 不可逆时，用第9题结论得 aatiUA 1 ) < 


1 < rt - L 

( 2 ) 提 示:用 伴随矩阵的定义直接计算. 

11 ■提不： AX = B A ( Xj ^ X 2f "' ? X m ) — (/?! ，芦 2 ，… U 

<^=>AX } t ^，j 二 ] t 2, …， n 

12. 提示：利用 A 可逆当且仅当 |A I 关 (h 

13 -提示 :利用 A 可逆当且仅当 |A I 声 0. 用分块矩阵的初等行变换把右上角变成零 
矩阵- 

14.提示:利用 B 可逆当且仅当 | B | 户0,计算 | B 丨时可利用习题第3题的结论 


15. 提示: 


千是 


16. 提示: 


A B \ © 4 ^ CA L ) ,① 、 /A B 
C D /~ \0 D CA~ l B 

I 0 WA B \ / A B 

- CA~ l II\C D)~ \0 D - CA~ ] B 
以①十 （— 6)- ② / L BA 

l 


A 


A 


17, 提示 :利用 本节例 3 的结论和第 16 题的结论 

18. 提示 ：用分 块矩阵的乘法 . 


习 m 4,6 

L (1) 〜 （7) 都是正交矩阵 .（8) 不是正交矩阵 - 

2. (1) li ⑵ U ⑶ h (4) - 1; * 

(5)1; (6)-1; (7) - l f ⑻ 2. 

4. 提示: 利用本节公式(4)，以及对称矩阵、对合矩阵的定义(对合矩阵的定义见习题 

4.5 笫4题）』 

5. 提 示：设 A 二（~)的列向童组是 …， h ■由于 （ A * 二1，因此 Gll 二土 1. 
由于 （ 0l ， fl2 ) = 0 r ( a ir a 2 ) - 1,则可求出 a 2 ■由于 UiiA ) = 0，（幻4 3 ) - 0， U ” 

= 1，则可求出.依次下去,可求出 

6. ( I ) - 9; (2)0. 

7. (l)(i 6 ^26,0,-^/26^/Z6) ; 

( 2 ) (^/30,^/30,- 古 /5M) 

8. 提示： 根据两个向量正交的定义去证- 

9. 提示 :根据 两个向量正交的定义去证. 

10. 提示1用内积的正定性. 
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11 . 


12 . 


1 

i 

1 





- 2 ' 

T 

h 二 

-音乃 

*"2 =; 


，心二 

1 

T 

1 

、 u J 

1 

-丑! 

1 

2 


1 

[ 3」 


L 3 J 


二 - 


72' 

1 

1 

: /6 、 
1 T 


V3 

6 

2 

V2 

1 

. 7}n ~ 

i V6 

* T 

* Wi = 

V3 

6 

2 

0 

T /-i 

1 76 : 

» 7 1 

V3 

6 

. 0 , 

1 

i 

J 

^ 0 ■> 


, 2 , 


U . 提示：去计 算丨如 | 2 - ( A a , Aa ) - 

14. 提 示：可 分解性的证明，把 A 的列向置组^进行施密特正交化和单位 
化.唯一性证明，假如有两个分解式: A 「 TiJ，A = 7\仏，利用第5题结论去证 T 
- T lf B - B r 


习 



1 - (0 是映射，单射 T 满射； 

(2) 是映射，不是单射 ，不是 满射； 

( 3 ) 是映射，单射，不是 满射； 

(4) 不是 B 到自身的映射. 

2- 提示:设4，心€ S , 如果 （ g/h = »去说明〜从而片/是单射 ■ 

设 （ € S ' 去找^ t S , 使得 ( g /沁 =^ 

3 . 提示 ：去证 (y_V)(w 卜 hAg.f)(r [ g- 1 ) - is- 

4 . 提汞；去证 I/(S) I -\S \ ，从而 /(S) = 

5 . 提 示：设 /:S— S 是满射 ■ 如果 G S 使得 ^ 心）， fU 2 ) ，则 |/US )1 
< 丨 s| ， 与 / 是满射矛盾 ■ 

6 -提承:设 S ” Ui ， a 2 ，…， aj ，则 

f(S) 二 丨 f /(u M ) 丨， 

由于 / 是单射，因此 f(a r ) / 当！ # 厂从而丨 /(J 丨二 ^ 

1 . (1) dim ImA = 2 T A 的第 U 2 列是 ItnA 的一 个基. 

( 2 ) dim Ker A - 2 ，ker A 的一个基是 

(4,3, -2, G ) / ,(1,2,0, - I ). 

应用与实验课 s : 区组设计的关联矩阵 

L 提示 ：根据 区钽设计的定义去证 . 注意两行的内积等于这两行的对应元索全为】的 
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2 . 提示 ； 设如的行向 M 组是 7 , ， / 2 ， … ， 7 ^ 任给 /(I < ； < 用两种方法计算 

H)- 

3 . kk: 利用第 2 題的结论可得第一式 . 用两种方法计算关联矩阵 M 中元素 1 的数 
目 + 可得第二式 . 

4 . MAT = (, - 4 )/ + ^/ ，其中 7 是元素全为 1 的矩阵； 

| MM'S =[厂 + U ■ DA](r ^)"~ ! ； 

rank(MM') = v, 

5 . 提示：利用 nmk(MM ) < Ta nk(M )， 以及第 4 題的结论 . 

第 s 章矩阵的相抵与相似 

习题 5.1 

提示 : 按照等价关系的定义去证 - 

2 . 商集 s/_ 的每个元素是毎一条水平线 . 

3 . 5 种划分： 

I U 丨 ， U , i 丨！， U 卩 , 办 “] 丨， 

5 个商集，同上所述 . 

4 . Z/( 3 ) = 10 J. 2 L 

5 . Z/( 2 ) - 其中 5 是偶数集 , r 是奇数集 ■ 

习 S 5.2 

] (i) (o 1) ； (⑽，。)；⑶ (!;)■ 

2 . 相抵（因为它们的秩都为 2 ). 

3 . 提 示 : 利 用推论 4 . 

4 . 提示 : 利用推论 4 和矩阵的左、右分配律 . 

5 . 提示 : 设 rank(A) - r^rank^) 二 s , 则存在 s 级、《级可逆矩阵 P'Q * 使得 

AB = p ( ；， °)qB- 

\0 0 / 

令 0 B ^U)ln-r' 

去计算 rankfAB). 

6 . 提示：利用第 5 题的结论 . 

习题 53 

1 , 提示：由于 A 行满秩，因此 A = PU 0 )Q T 从而 
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/1 \ 

A "- Q - 1 ' P _l , 

\cl 

2 r 提示 ：由于 A 列满秩，因此 A -从而 

A ~^ Q \ l n B ) P ~ ] 

3. 提示: 利用第1题的结论 . A — Zi 是 AX _ 6的一些解，其中 A - 是 A 的任意一个广 
义逆. 

1提示:利用第21的结论 . HA - 是 XA =付的■些解，其中的任意个广 
义逆. 

习题 5.4 

1. 提示：根据矩阵相似的定义去证. 

1， 提示：去计算 A ~ l ( AB ) A . 

9. 提 示：用 反证法，假设 A 可逆，则从原式得 

A~ [ (AB - BA ) = A _ l A . 

即 B - A~ l BA - L 然后考虑它们的迹. 

习题 5.5 

I . 0) A 的全部特征值是 1( 二重） J 0. 

A 的属于1的全部特征向量是 



-2、 




1 

^1 

1 

. 0, 

+ h 

0 

丄 


k ^ k 2 e k . 且不全为 o 


A 的属于 It ) 的全部特征向童是 


J ' h 

r 

2 


6 K , 且 h 乒 


，-2, 




注：特 征向量的答案不唯一，以下 
(2) ^的全部特征值是 1.3( 二重） ■ 

A 的属于1的全部特征向量是 


• 

， 2 、 


1 

\ 

0 

、 l. 


k { 6 K 且 h 关 （1 P 


A 的属于3的全部特征向童是 



1 



^2 

- 1 

. 2, 


k 2 e k 且 h 尹 o 


(3) A 的全部特征值是 2( 二重 ），1 L 
A 的属千2的全部特征 向童是 
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ik , -2 + k 2 \ 0 ^，^6尺且不全为0卜 

... 0, '. ■■ I , , 

4的属千 ]1 的全部特征向童是 


h 1 ^ £ K 且 ^ 尹 （) 


(4) A 的全部特征值是 -1( 三重） ■ 

A 的属于- I 的全部特征向量是 


k 1々€ K 且 A 尹 （J 


(5) A 的全部特征值是 0，1 T -1. 

A 的属于0的全部特征向童是 


1 ] ^ G K ^ok 


h 的属于1的全部特征向量是 


^2 1 K 且心古0卜 


A 的厲于-〖的全部特征向童是 


1 6 K 且匕尹0 


2. (1) A 的全部特征值是1 +乃1，1 - V %. 
k 的厲亍1 +^3 i 的全部特征向量是 


k { 且幻乒0|>， 


A 的属于1 -乃 i 的全都特征向童是 


k 2 \ ^ I k 2 ^ CK 


如果把 A 看成实数域上的矩阵，它没有特征值 
(2) A 的全部特征值是1山_ i 」 

A 的属于1的全部特征向量是 
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， 2 1 



. 

_ 1 

1 ^ 


幻 € C 且幻关0 

, 


A 的属于；的仝部特征向量是 


• 

\- 2 \' 



U 2 

- 1 + i 

、一2 , 


办 2 6 C 且&关4 


A 的属于的全部特征向量是 


[ 

1 + 2 i 1 


1 


- 1 - i 


h 6 C 且 h 〆 0 


.-2 , 


j 


如果把 A 看成实数域上的矩阵，它 R 有-个 特值 1. 

3. 提示：在 Aa = 两边取复数共轭，注意^ = &，其中 Z 表示把 A 的每个元素取 

复数共轭得到的矩阵 - 

4. 提示 ：由于 1 (U - A | 二 I _ A I - (- 1 ) H |A I ，丁-是可证 0 是 A 的一个特征值 i 再 
任取 A 的一个特征值 A 0 , 从如二 A cfl (其中 a 乒 0) 去证 A 0 = 0, 

5. 提示 ：先证:如果 &是71级幂等矩阵 A 的特征值肩 A n 等〒0或[再 证:设 rank ( A ) 
=^若 r = 0,则0是 A 的特征值;若 r = a 是 A 的特 征值; 若0< r < «, 
则0和1都是 A 的恃征值，在证]是 A 的恃征值时 r 利用习题軋5第1题的结论， 
去证 | 厂 - A | 二 0. 

6. 提 示：复 数域上的矩阵一定有特征值（因为它的特征多项式在复数域中必有根）-设 
Au 是周期矩阵 A 的任一特征值，则存在 a 关0使 Aa = 

7. 提示： [AJ - A' | = | (A/ - AY | . 

心 （1) 提示：因为丨 Of ^ | = [ - A | 7^ 0,所以0不是 A 的特征值； 

(2) 提示 ：如果 纟&是 A 的特征值，则存在 a 乒0,使得 A a 二 A^， 在此式两边左乘 

A 乂 

9. 提示:0是 A 的特征值 ^|0 i ^ A | 二 （K 

10-(1) 提示:如果 A 有特征值心，则存在 a 參0,使得 Afl 二■此式两边取转置得， 

.把上面两 个式子 相乘得 *( avn ( Ao ) = upW ). 

⑵提示： （1 ] - A j - I - A/ I - \ A ( A ^ - /)|. 

(3) 提示 ： I (- 1) J - A ] =| - AA r - A /1 - 
11. (1) 提示：在 /U = A ufl 两边乘以左； 

(2) 提示；把如二 A n «U 乒0)两边左乘 A , 得= hAa -义^，再左乘4，得 

0 = Aq.q » 

(3) 提 示:设 A* = 关0)，去计算 /(AV. 

- H J 3 i 


12. (1) F 的全部特征值是其中 
尸的 M 于 1 的全部特征向童是 
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<k 


h £ C 且 h 矣 0 卜 


F 的属 f 的全部特征向量是 


\ k 


h e C 且 h 关0 


F 的庳于 J 的全部特征向星是 


U 


e C 且 h 关0卜; 


(2) 提水： P 2 


0 0 11 
丄0 0 


,丁是 A + a 2 r + a^P 1 


lo 1 oj 

利用第〖1题 (3) 小题的结论和证明过程，以及本题 （1) 小题的结论 可得： 

A 的全部特征值是 A 十 a : + f <iiv + 出、 十 ai <^ 2 + a ^ o }. 

A 的属于 q + « 2 » ^的全部特征向童与 P 的属于1的全部特征向童一致， 
A 的属于+ 0.^(0 -t fl 3 tu 2 (aj + ^2 ^ 的全部特征向量与 f 的厲于 

< oU ) 的全部特征向量-致. 

13,提 示：设 A „ 关0是的一个特征值，则存在 a 浐0,使得 （ AH )« = 两边左乘 

B ， 得 （ BA )( iia ) 二 

题 5.6 

1. 习题5,5的第 t 题中. 


(1) A 可对角化1令 


F 


-22 
1 0 

0 1 


2 

2 


则 P 'AP = diag ! l , l,tOh 

(2) A 不可以对角化； 

(3) A 可对角化.令 


F 


则 p- l AF = diagi2,2 t U[; 

(4) A 不可以对角化； 

(5) A 可对角化■令 


- 2 


0 


0 - i 



234 习题答案与提示 


则 P _1 AP - diaglO . l , - ll , 
习题 5.5 的第2题中， 

0) 复数域 h 的矩阵 A 可对角化^令 


P = 




则尸 X AF diagi 1 + /3 i,l - V 3 i | ; 

实数域上的矩阵 A 不可以对角化； 

(2) 复数域上的矩阵 A 可对 角化令 

- 2 1- 2! 1 + 2 i 

P - 1 1 十 j - 1 / 


则 p- l AP -- clhgli ， i ， - 

2. 提示:求出 A 的全部特征值 T 然后闬推论6判断， A 可对角化1 


3■⑴ 


A w 



2(3™ - 2^) 、 
2(3" 



( 2 ) 

1 /2 m 十(- i ) m 2 2 rt + l - (- l) m 2 \ 

= — I [ t 

3 I 2 ffl - (- l) rn 2 m + 1 + (- 1)^ I 

4. 提示：设 a ,/? 分别是 A 的 属于; 的特征向量，且&关 A 2 t 假如0 f J 3 是 A 的特 
征向童，则有使得 AU + /3) 二 A 3 U +尹广从此式得夂^ +心沒^ A # + 
利用推论4,去推出 矛盾. ' 


5. 提示：据已知条件得， A 可对 角化设 

P _1 AP - diagi Ai , A ； T ■■- T A rt I . 


利用笫 4 匦的结论和已知条件 , 去证^ A 2 =…= A ,， 

6. 提 示:设 ^级幂零矩阵 A 的秩为/ ■(〃 乒 0) ■则齐次线性方程组 AX = 的解空间的 
维数等于《 - 广注意幂零矩阵的特征值都是1利用定理5去证 A 不可对角化 . 
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9. 提示：如果 A 二土 f , 则 A 显然可对角化，且它的相似标准形是乂自身■下设 土 

J , 于是/ T .利用习题 5 . 5 的第6题的结论知， A 的特征值是1或-1■分别 
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(〜■"，^‘…^.则尸是可逆矩阵^先去计算 PU ' 然后计箅 P IAF 
的特征多项式(它等于 A 的特征多项式）. 

习 H 5.7 


(1) T 


2 


V 5 


(2) T 


-了/~5 

0 

丄乃 
5 ^ 

- —^5 
5、 

0 


15 






t T _1 AT = 



, T _1 AT = 


I 0 0 

0 1 0 ; 

0 0 - 8 , 


- 3 0 0 

0 - 3 0 ; 

. 0 0 6； 


⑶丁 





香 ,T { A7 



2 0 
0 5 
、0 0 


(T 
0 ; 
L 



⑷ T = t 

如 「 2 


0 


2 




T _] AT 


(4 

0 

0 

.0 


0 0 
4 0 
0 2 
0 0 


, 0 i ^ 2 i 

2, 提示:实对称矩阵一定可对角化 ， 考虑的相似标准形 ■ 


0 1 

0 

0 

6, 


3 .提示： 由已知条件得，有正交矩阵了，使得厂 〖 乂丁= 其中乃 是对角 矩阵去 计箅 


4. 提示： A 1 是《级实对称矩阵，因此有》级正交矩阵 r ， 使得 T - { ( A ^ A)T - 
，… JJ ， 其中的全部特征值■上式可写成 

{ ATY ( AT ) - diagU 卜 h， …， AJ. 

由此式去证；^ = U 2, …， n ， 

5^提示 :类似 于定理3的证明方法. 

6, 提 示:利 用定理3的结论，注意幕零矩阵的特征值都是 0. 

7. (1) 提示: 解法一 :先求 J 的特征多项式，特征值和特征向量，然后判断可否对角化「 

解法二是实对称矩阵，因此■/可对角化■直接观察可求出 J 的恃征值为 rt ， 0 , 
并且易求出它们的特征子空间的维数，以及特征向童 I 
(2) 提示; A 是实对称矩阵，因此 A 可对角化■利用第 （1) 小題的结论，以及习题 5. 5第 
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11题 (3) 小题的结论，可得出^ + hn,a 都是 A 的特征值，八的属于 a 的全部特征 
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应用与实验 课匾: 色盲遗传模型 

I . 提示 :把书 上公式 (3) 写成矩阵 形式； 


把此式右端的2级矩阵记作则求归结为求为此求可逆 矩阵尸 ，使 
为对角 矩阵： 


p 二 f 1 ~ 2 U j_, cf 


从而 


1 

B fl ■二 P 1 I 3 

° -y 


因此 


[1(- y ) rt_2 > 3 + y [2 + (- 

i \~[ 2 ^ ( fr 1 ] … 


盖 4%7，。= 盖…遍 ■ 


3』 ]\ mh n = Umc N =言心 * 了… 

4j i | 示 1很" 大时 t 心与 q 相差很小 T 而男色 f 者比例 等于匕 ，女色肓者比例小于 G 
因此男色盲者的比倒大于女色盲者的比例『 


第6章二次型•矩阵的合罔 


习 題 6-1 

K ⑴令 


丄 A -■— 
3 O 3 
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则 f ( jriiT lr x 3 ) - I + 10^3 - 
注：所 作的正交替换不唯一，以下同. 
⑵令 


了 2 

J 4 J 




0 


0 

0 

f 2 


42 


J 2 


0 


V 2 


則 /( 工山） 


0 - y 0 

y\ + ^ - yl 一 


0 

0 

41 

2 


y ] 

yi 

J 4 




*2 .令 


y 

a 


of 


o 


o 

41 


n 

2 

0 


n 


X 


y 


z 


则在新的直解坐标系中，二次曲面的方程为 

6 j * + 6 y # - 2 z ' - L 

由此看出，这是单叶双曲面. 

j'l - _ ^2 + 2 力， 

3 i (1) 令] h = 夕2 -力， 

'-o = 力， 

则 /(^ r n 工2，:3) = y] + yl ^ 2 yl - 

注: 所作的非退化线性替换及标准形不唯一，以下同 



JTl = 

A 一 

yi - 

力 r 

(2) 令 < 

了 2 二 


yi + 

: V3, 


A = 




/(A , 

= 3»1 


♦ 


。 

Zi - 

q 一 

U ， 

⑶令 < 

X 1 = 

q + 

之 2 ~ 



^3 = 



*3? 


(4) 令 


则 f (. T \, X 2 , X ^) 
^\ = yv~ y2 
-j：i - y\ y2 




工 3 


- y 4 


U4 = M + )4 ， 

则 ^ 2^ - 2^ - 2 yl + 2 yj 
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4. 提示； 对于二次型+ a 2 x \ + 作非退化线性替换变成+ 

ail 

5. 提示:必要性是显然的 . 充分性的证明，去计算+ 

已知条件，就可证出 A 是斜对称矩阵. 

6. 提示: 利用第5题的充分性. 

1， 提示 :利用 n 级对称矩阵合同干对角矩阵 - 


fMl ) 令 


1 2 

=" ■>] + >2 + ]~夕3 


^2 




y ^ h , 


.V3 


则 = ^1 ■' 3^ + 了 d 


⑵令 




j'l = ,vi - Y y2 ~ yi 


~ yj ^ ~ryi ^ 


W = iV 3 ， 

则 = y {- ^2 - 

1 提示: 对斜对称矩阵的级数作第二数字归 纳法类 似于本节定理 2 的证法. 
E(K 提尕: 利用第 9 麽的结论. 

ML 提示：有正交矩阵 r , 使行 T AT ; cUagUuAf M 丄干是 

aAa - a ( Tdiagl Aj ^ 2 T')a 


=(TWdi 叩 Ui ， A 2 , … ， A n 1( Ti) 


二 十 k 2 b \ + + X n bl 


其中丁 i = { b"bw f b H Y . 

*12. 提示:利用第 11 题结论. 

M 3. 提示：因为/ I 实对称，所以有正交矩阵 A ，使得 

rr'ATi = d _ lM r A 2 I r ，…，以 L 

L Z "1 

其中 ApA 2 ，…， A m 是八的全部不同的特征值 ，由已 知条件 AB ^ 可得出 
{T- { y AT){T^Bl\) = (T^BT^dVAT,), 

从而可推出 

T ^ BT , = 

其中每个 B , 是实对称矩阵. 

M 4. 提 示：取(/为 A 的属于乂的特征向量. 


习题&2 


1. (1) 令 a 二〜 


yi 


= 2 




fi 


之 3, 则得 _ ^3 


(2) 已经是规范形: 
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(3) E 经是规范形^ 

⑷令 .Vl = * 之卜力 = ^3 ，M = j ^4， y 4 = *之 2 , 则得 ^1 + z \- z \- z \. 

2. 有 10 个合同类,每一类的合同规范形分别为 


0 

0 

0 ’ 


- 1 

0 

o' 



0 

o 1 


-l 

0 

0 

0 

0 

0 

9 

0 

0 

0 

i 

0 

0 

0 

f 

0 

- 1 

0 

、0 

0 

0 , 


. 0 

0 

0 , 


.0 

0 

0 , 


0 

0 

0 , 


■1 0 0、 


1 0 0 


- 1 0 0 


1 0 0 

0-10 

T 

0 I 0 

} 

0 - 1 0 

T 

0-1 0 

.0 0 0, 


、0 0 0, 


. 0 0 - L 


L 0 0 - u 


1 0 o ' 


■1 0 O ' 

0 1 0 

9 

0 1 0 

.0 0 -lj 


■0 0 L 


3. ~^(n + \)(n + 2). 

4. 提示 ：考虑 JTAX 的规范形，由已知条件可得，正惯性指数户满足0< P < ”. 

5. 提示：考虑 X ^ AX 的规范形，由于 | A | < 0,因此 XAX 的秩为 l 且负惯性指数为 


奇数. 

6. 提示：充分性，用规范形.必要性，设》元实二次型 

X f AX ^ UiA + …+ b 2 ..r 2 + - + 占 / 叮)， 


情形1 ( a , d 2 ，…，〜）与（~，& 2 ,… ，心） 线性 相关; 


rtl 

情形2 ，…，％)与 U 】， 心广，线性无关,此时不妨设 t 

Pi 

7. 提示 :先把 X'AX 化成标准形+ Ad + d r y 2 r , d t ^0 ,i - 
再作非退化线性替换： 


b 2\ 

1，2 ,… j . 然作 


乂 = 


7 T ， 厂…心 


y 3 = z } ,) ^ r 十 1 T …， l 

* g . 提示 t 类似于惯性定理的证明方法 - 


习 题 6.3 

1. 提示:对任意 a e R fl 且 a 乒0,去证 fl (A + > 0- 

2. 提 示：利 用实对称矩阵 A 是正定的 L 

3. 提示:利用 AA * =丨八|1对任意0：68"且^(¥ 0,去计算 ciA ^ a - 

4. 提示：去证当 f > S f ( A ) 时 ， ff +為的特征值全大 于；. 

5. 提示:因为 A 是《级实对称矩砗，所以有正交矩阵 T ， 使得 

T^AT ^ d!agUi … ，夂 I ，其中 A 〗， A 2 ，…，夂是 A 的全部特征值 ■ 

6. ( I ) 正定； （2) 不是正定的； （3) 正定 ■ 

7. (1) - y < £ < 0 i (2) -42 < t <42. 
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8. 提示^级实对称矩阵 A 是正定的 

存在正交矩阵 T ■，使得 A 二丁 ― 1 出叫 Unh , …，; U 7\ 且 + …， A , 全大于 
零. 

9. 提示：从第8题的证明过程可看出. 

10, 提示；因为 A 正定，所以有实吋逆矩阵使得二 J . 因为实对称 

矩阵，所以有正交矩阵 T ， 使得 rtdVT 为对角矩阵■取 C = 得结 

论 . 

11. 提示：由丁_ AB = HA , 因此 AB 是对称矩阵.然后利用习题6.1的第13題结论，去 
证 AB 合同于-「个对角矩阵，其主对角兀全大干零 ■ 

12, 提示 ：充分 性是显然的.必要性，由于 A 正定，因此 A 二 f ■从而有实可逆矩阵 C ， 
使得 A 二 CIC = Ct ■利用习题 4.3 的第10題结论去计算 

丨……… A / 

13. 提示： 对任意 a € 去证 〆 (A + f 3 )c > 0. 

14, 提示；先证 J 半正定，然后用第 13 题结沦 ■ 

15. 提示： 充分性，用规范形易证，必要性，也是用规范形，且用反证法 ■ 

16, 提示:利用第15题结论. 

17, 提示: 利用第16题结论. 

18, 提示： A 负定« - A 正定 ■ 

19. 提 示：必 要性证明类似于定理8的必要性证法■充分性的证明利用第5章§5的命 
題2,去证 A 的特征值全非负. 

应用与实验课 颶:正 (负）定矩阵在极值问 B 中的应用 

L 稳定点有 (2,2),(0， fl ), fU ，： y ) 在(2,2)处达到极人值 M 0 T 0) 是鞍点 ■ 

2. 提 示:该 厂收人函数为只说斗 ）： PA + fW ■于是利润@数为 

1,(Qi + 0^ ) = R(Q\ ^ Qi) - C(Qi , Qi) 

= 4Qi +■ _ 2QiQ 2 - 3Qi _ 

函数 L ( Q 卜 的稳定点为 U 4) U £^， Q 2 ) 在 (1,1> 处达到最大值4,因此该 
厂应安排生产 Q t - l t Q 2 = U 可以使利润达到最大值4■(注:署如，该厂生产的 
两种产品的价格分别为 Pi 二 4( 万元/吨）， h 二 8( 万元/吨），则应安排生产 Qi 
= 1( 吨）， Q , •- 1( 吨）以使利润达到最大值4万元 ■) 
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18, 提示： A 负定« - A 正定 ■ 

19. 提 示：必 要性证明类似于定理8的必要性证法■充分性的证明利用第5章§5的命 
題2,去证 A 的特征值全非负. 

应用与实验课 颶:正 (负）定矩阵在极值问 B 中的应用 

L 稳定点有 (2,2),(0， fl ), fU ，： y ) 在(2,2)处达到极人值 M 0 T 0) 是鞍点 ■ 

2. 提 示:该 厂收人函数为只说斗 ）： PA + fW ■于是利润@数为 

1,(Qi + 0^ ) = R(Q\ ^ Qi) - C(Qi , Qi) 

= 4Qi +■ _ 2QiQ 2 - 3Qi _ 

函数 L ( Q 卜 的稳定点为 U 4) U £^， Q 2 ) 在 (1,1> 处达到最大值4,因此该 
厂应安排生产 Q t - l t Q 2 = U 可以使利润达到最大值4■(注:署如，该厂生产的 
两种产品的价格分别为 Pi 二 4( 万元/吨）， h 二 8( 万元/吨），则应安排生产 Qi 
= 1( 吨）， Q , •- 1( 吨）以使利润达到最大值4万元 ■) 
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8. 提示^级实对称矩阵 A 是正定的 

存在正交矩阵 T ■，使得 A 二丁 ― 1 出叫 Unh , …，; U 7\ 且 + …， A , 全大于 
零. 

9 . 提示：从第8题的证明过程可看出. 

10, 提示；因为 A 正定，所以有实吋逆矩阵使得二 J . 因为实对称 

矩阵，所以有正交矩阵 T ， 使得 rtdVT 为对角矩阵■取 C = 得结 

论 . 

11. 提示：由丁_ AB = HA , 因此 AB 是对称矩阵.然后利用习题6.1的第13題结论，去 
证 AB 合同于-「个对角矩阵，其主对角兀全大干零 ■ 

12, 提示 ：充分 性是显然的.必要性，由于 A 正定，因此 A 二 f ■从而有实可逆矩阵 C ， 
使得 A 二 CIC = Ct ■利用习题 4.3 的第10題结论去计算 

丨……… A / 

13. 提示： 对任意 a € 去证 〆 (A + f 3 )c > 0. 

14, 提示；先证 J 半正定，然后用第 13 题结沦 ■ 

15. 提示： 充分性，用规范形易证，必要性，也是用规范形，且用反证法 ■ 

16, 提示:利用第15题结论. 

17, 提示: 利用第16题结论. 

18, 提示： A 负定« - A 正定 ■ 

19. 提 示：必 要性证明类似于定理8的必要性证法■充分性的证明利用第5章§5的命 
題2,去证 A 的特征值全非负. 

应用与实验课 颶:正 (负）定矩阵在极值问 B 中的应用 

L 稳定点有 (2,2),(0， fl ), fU ，： y ) 在(2,2)处达到极人值 M 0 T 0) 是鞍点 ■ 

2. 提 示:该 厂收人函数为只说斗 ）： PA + fW ■于是利润@数为 

1,(Qi + 0^ ) = R(Q\ ^ Qi) - C(Qi , Qi) 

= 4Qi +■ _ 2QiQ 2 - 3Qi _ 

函数 L ( Q 卜 的稳定点为 U 4) U £^， Q 2 ) 在 (1,1> 处达到最大值4,因此该 
厂应安排生产 Q t - l t Q 2 = U 可以使利润达到最大值4■(注:署如，该厂生产的 
两种产品的价格分别为 Pi 二 4( 万元/吨）， h 二 8( 万元/吨），则应安排生产 Qi 
= 1( 吨）， Q , •- 1( 吨）以使利润达到最大值4万元 ■) 


